ESTRUCTURAT - EPETN°16

-Estdtica: es la parte de la mecdnica que estudia las condiciones de equilibrio de las fuerzas sobre un cuerpo rigido en reposo. Estudia el equilibrio
mecénico de un cuerpo y las fuerzas que actuan sobre él, para mantenerlo en reposo.

-Cuerpo rigido: Suponemos que cuando actia una carga (fuerzas o cuplas) sobre el mismo, este no se deforma, es decir que la distancia entre dos
puntos del mismo no se modifica (en realidad todos los cuerpos se deforman pero consideramos que la deformacidn es despreciable).

-Fuerza: Denominamos fuerza a todo aquello capaz de modificar el estado de reposo o movimiento de un cuerpo, o de provocar su deformacién.
-Las fuerzas son magnitudes vectoriales y para quedar perfectamente definidas es necesario determinar:

. Punto de aplicacién: Es un término que se utiliza para determinar o nombrar el sitio especifico donde se aplica una fuerza, lo que
quiere decir que el término “punto de aplicacién” es el lugar exacto donde se le aplica la fuerza sobre un cuerpo o sistema y donde se
origina el vector.
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. Direccion: La direccién de una fuerza esta dada por su recta de accion y lo que nos indica es el espacio geométrico de accién de la
misma. Dicho de otra forma, en un plano, la direccidon nos indicara el angulo con el que la fuerze}:tua respecto a un sistema de
X . ; ) )
referencia (normalmente, se toma como referencia en un plano, al eje horizontal) P
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. Sentido: El sentido de una fuerza nos indicard, dentro de la recta de accion de la fuerza, si la misma actua hacia un'lado u otro. A
diferencia de la direccidn, que puede tomar infinitos valores, dada una recta de accién solo podemos tomar 2 sentidos.
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. Intensidad: La intensidad de una fuerza esta indicada por un valor numérico, su medida puede ser en Kgf, Newton, Dinas, etc.
Obviamente mientras mayor sea su intensidad, mayor sera el afecto que produzca sobre el cuerpo que afecte

Fuerza Aplicada ¢—» -

Fuerza Aphcag_a’ >

-Dada entonces la caracteristica vectorial de las fuerzas, estas se representan con vectores.

. Vector: Segmento orientado que posee punto de aplicacion, direccidn, sentido y médulo o intensidad (la longitud del vector indica,
segun la escala elegida, la intensidad de la fuerza).
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-Sistemas de fuerzas: Un sistema de fuerzas es un conjunto de fuerzas que actuan sobre un mismo cuerpo. De acuerdo a la disposicion de las fuerzas,
podemos encontrar distintos tipos de sistemas:
a) Concurrentes

b)  No concurrentes:
Colineales: -De igual sentido
-De sentido contrario
Paralelas: -De igual sentido
-De sentido contrario

-Sistemas de Fuerzas Concurrentes: Son fuerzas concurrentes aquellas cuyas rectas de accidn pasan por el mismo punto. Por ejemplo: Dos barcazas
arrastrando un barco.

\

-Resultante de un sistema de fuerzas: la resultante de un sistema de fuerzas es aquella fuerza Unica que produce el mismo efecto que las fuerzas
componentes, es decir la resultante las reemplaza.

-Equilibrio: Un sistema esta en equilibrio cuando se halla en reposo. Denominamos equilibrante a la fuerza necesaria para equilibrar un sistema.
Tiene la misma direccidn e intensidad que la resultante pero sentido contrario.

.

E

Equilibrante

-Resultante de dos fuerzas concurrentes Método grdfico. Principio del paralelogramo:

La resultante de dos fuerzas concurrentes es la fuerza Unica que tendria el mismo efecto como si estas dos fuerzas obrasen en conjunto. Esta
resultante estd representada por la diagonal del paralelogramo construido sobre los vectores que representan estas dos fuerzas.

Para representar el paralelogramo de las fuerzas F1 y F2 se trazan paralelas a dichas fuerzas. La fuerza R es la resultante de F1 y F2 aplicadas al punto
0.

Todas las fuerzas se dibujan en escalas de fuerzas.

-Método del triangulo de fuerzas: es otra forma en la que podemos determinar la resultante, Para realizar el triangulo de fuerzas trazamos una
paralela a la fuerza F1 y a continuacion llevamos una paralela a F2 , asi queda determinada la resultante R cuyo origen coincide con el origen de F1y
su extremo coincide con el extremo de F2.
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Todas las fuerzas se dibujan en escala de fuerzas

F1 F2

R

-Sistemas de Fuerzas Colineales: Son las fuerzas que actyan sobre una misma recta de accidn.

De igual sentido:
F =
o B
De sentido contrario: e
F3 F
R

La Resultante es igual a la sumatoria de las componentes, tomaremos como convencion de
signos, las fuerzas que van a laderecha (+) y las dirigidas a la izquierda (-). F, = ZF

-Sistemas de Fuerzas Paralelas: Se denominan asi a aquellas fuerzas cuyas rectas de accion son paralelas entre si. Pueden ser de igual o distinto
sentido.
. Fuerzas paralelas de igual sentido: La resultante de un sistema de fuerzas paralelas de igual sentido cumple con las siguientes condiciones:
a) Esparalelay del mismo sentido que las componentes.
b)  Suintensidad esigual a la suma de las intensidades de las componentes
Método Grafico: Para obtener graficamente la resultante de un sistema de fuerzas paralelas de igual sentido, se representa F1 a continuacion y sobre
la recta de accién de F2 (F1) y F2 a continuacidn y sobre la recta de accion de F1 (F2). La resultante del sistema pasara por el punto de interseccién de
las rectas que unen el extremo de F1 con el punto de aplicacidn de F2 y viceversa.

A o) B

2
F2
\

P
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. Fuerzas paralelas de sentido contrario: La resultante de un sistema de dos fuerzas paralelas de sentido contrario cumple con las siguientes
condiciones:
a) Esparalela a ambas fuerzas y del mismo sentido que la mayor.
b)  Suintensidad es igual a la diferencia de las intensidades de las componentes.

La resultante del sistema pasara por el punto de interseccion de las rectas que unen los puntos de aplicacion de F1y F2 y los extremos de ambas.

F

A B O o
= " g [-A
F'z 'F'| 1__///

i P

‘.

-Sistemas nulos de fuerzas: es el caso que dos fuerzas tengan una misma recta de accidn, o sean concurrentes en un punto y tengan distintos
sentidos.

< o [F1] = |F2| por lo tanto R=0
F1 F2
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-Principios de la estdtica:

a) Primer principio: El efecto de dos fuerzas F1 y F2 aplicadas al mismo punto de un cuerpo rigido, es equivalente al de una sola fuerza llamada

RESULTANTE; aplicada en el mismo punto y cuya direccidn e intensidad quedan definidas por la diagonal del paralelogramo que tiene como lados las
fuerzas F1y F2.

b) Segundo principio: Para que dos fuerzas estén en equilibrio es necesario que dichas fuerzas sean opuestas, o sea que tengan igual intensidad y
direccion; pero sentido contrario. La resultante de dos fuerzas en equilibrio es NULA

- F1 F2
9]

Llevamos a partir de un punto, como ser el "O", a las dos fuerzas F1 y F2 medidas en escala de
fuerzas, y hallamos la resultante:

[F1l = [F2]

R=F2-F1 =0 resultante nula indica cuerpo en equilibrio.

c) Tercer principio o Principio de transmisibilidad de las fuerzas: si tenemos una sola fuerza aplicada en un punto del plano podemos agregar un
sistema nulo de fuerzas en su recta de accidn y no cambia nada.

Consideramos la fuerza F aplicada en Ay en un punto cualquiera de su direccién, por ejemplo en B colocamos un sistema nulo de fuerzas de la misma
magnitud a F en posicion 1y 2

Ahora vemos que hay un sistema nulo de fuerzas formado por F aplicado en Ay por la F ubicada en posicion 2, por lo tanto los eliminamos y solo nos
queda la ubicada en 1.

Esto nos permite enunciar: “una fuerza puede considerarse aplicada en cualquier punto de su recta de accion™

Si tenemos dos fuerzas F1 y F2 aplicadas en A y B podemos transportarlas a partir del punto de concurrencia de sus rectas de accion y de alli
determinamos la resultante Ry puede considerarse aplicada en cualquier punto de la recta de accion.

~

Si una fuerza actua sobre un cuerpo rigido, es posible desplazar la fuerza sobre su recta de accidn, sin que el efecto de la fuerza varie.

d) Cuarto principio o Principio de accion y de reaccion: La tierra (6 el suelo) es capaz de presentar reaccion a una carga.

Consideremos un elemento que constituye la carga, que se encuentra apoyado en Ay B, al peso del mismo lo representamos con un vector P de esa
magnitud y lo ubicamos en su centro de gravedad G.

Al vector P lo descomponemos en componentes segun las direcciones a y b formada por los puntos de contacto (apoyo) Ay B con el baricentro G,

obteniendo Pa y Pb, las que permitiran obtener las reacciones Ra y Rb, que seran de igual magnitud y direccién pero de sentidos opuestos y estaran
en la misma recta de accién:
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IRal = |Pal

Ra=-Pa

|Rb| = |Pb|

Rb=-Pb
-Momento de una fuerza: Consideremos una fuerza y un punto, ambos pertenecientes a un mismo plano (p), definimos como momento de una

fuerza con respecto a un punto al producto de la fuerza por la distancia minima del punto a la recta de accién de la fuerza. Esta distancia minima es la
normal a la recta de accién de la fuerza que pasa por el punto.

/ F1 \ todos son
F2

| angulos rectos

El momento con respecto al punto O' es:

Una forma de representar al momentao
es mediante un vector Mo, con doble
flecha y normal al plano = que contiene
de F1 Mo' =+ F1_c  positivo sentido horario 3

ala fuerza F vy al punto O en fue se
quiere calcular el momento.

de F2 Mo =-F2.e  negativo sentido antihorari@ Mo =|P.d]|

El sentido del vector momento Mo se lo determina por la regla de la mano derecha, que cerrando el pufio, los dedos indican el sentido de la fuerza
por su distancia (horario 6 antihorario) y el dedo pulgar sefiala el sentido del vector momento, 6 también por la regla del tirabuzén (sacacorchos) en
el sentido de avance del mismo. Al tomar momento en el plano adoptamos el signo positivo al sentido horario, y negativo al opuesto.

Otra forma de calcularlo es mediante la relacidn del tridngulo formado por la fuerza P y el punto O:

Al vector P lo dibujamos de acuerdo a la escala de fuerzas ("a" kg/cm) y lo ubicamos sobre su recta de accién a distancia "d" del punto "O", con el
origen en By el extremo en A, y estos puntos los unimos con O, por lo que queda formado el triangulo AOB:

P(kg) = AB (cm) . o (kgicm)
sup triangulo A0B = AB (cm) . d {cm) / 2
2 sup triangulo AOB = AB (cm) . d {cm)

el momento de P respecto al punto "O" es:

Mo =F (kg) . d (cm) = AB (cm) . o {cm) . d (cm)

[Mo = 2 sup triangulo AOB . o (kg/cm) |

-TEOREMA DE VARIGNON: En un sistema de fuerzas coplanares concurrentes, la sumatoria de los momentos con respecto a un punto, es igual al
momento de la resultante con respecto al mismo punto.
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Consideremos dos fuerzas F y P, y su resultante R, tomaremos momentos respecto al punto "O" perteneciente a una recta "m" de manera que sea
perpendicular a O0', y sobre esta recta proyectamos a los vectores Fy P, y hallaremos los momentos respecto a "O", recordando:

sup. triangulo = base x altura / 2

Mr =2 sup triangulo A0 = . 2 00" OA'/2 =00 OA' o
Me =2 sup triangulo O'BO =o. 2 .00 . 0OB'/2=00".0B".
Realizamos la suma y teniendo en cuenta que O'B = AC por lados opuestos de un paralelogramo y por lo tanto sus proyecciones son iguales OB' = A'C’
Me+ MrFr=00 . 0A o +00 0O o=00(0A+0B ) a=00(0A+AC) =00 .0C o

Mr=00".0C" .«

| Me+MF=Mr | queda demostrado el Teorema de Varignon

La resultante de las fuerzas siempre debe determinarse en forma vectorial.

-APLICACION DEL TEOREMA DE VARIGNON A FUERZAS CONCURRENTES:

P1
d O
2 —
F —
D
E \

Tomaremos momentos con respecto a un punto cualquiera por ejemplo el O:

SMO=-P1.d1-P2.d2=-R.d
y si multiplicamos a ambos miembros por (- 1): +P1l.d1+P2.d2=+R.d

NOTA: el Teorema de Varignon es valido para las fuerzas concurrentes y para no concurrentes.
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-Cuplas o Pares de fuerzas: Estad formado por dos fuerzas coplanares de igual magnitud y direccidn, distinto sentido y distanciadas entre si, cuya

resultante es nula, pero producen un momento. Consideremos dos fuerzas P' y P" contenidas en el plano p, de igual magnitud y direccién y de
distinto sentido, separadas en la distancia "d" que es normal a la direccion de ellas:

LPl=F1=P |

} equivale a
0| | |

la resultante de estas fuerzas tomadas en su direccion

El momento de una cupla
es nula:

no tiene punto de aplicacion.

[R==F-F=0 ]

Tomaremos momento con respecto a dos puntos cualquiera del plano, como ser O y O":
Mo= +P" . di+P" . d2=P _(di+d2)=+P . d

Mo'=+P.dr-P".d2=P . (dr-d2)=+P.d

por lo que observamos que el momento de una cupla es simplemente el producto de una de las fuerzas por la distancia entre ellas, no dependiendo
del punto con respecto al que se toma momento, y puede representarse variando la direccidn de las fuerzas pero manteniendo la distancia original.

En un plano perteneciente a un cuerpo rigido la cupla puede estar aplicada en cualquier parte del mismo, como se indica en el segundo esquema
equivalente.

-Representacion vectorial de una cupla: Podemos realizarla mediante un vector con doble flecha, normal al plano que contiene a las fuerzas, y el
sentido se determinara mediante la regla de la mano derecha 6 la del tirabuzon.

M M=-P.d

P/%j/ P el signo negativo indica que la cupla tiene

€l sentido antihorario.
"d" es normal a la direccion de las fuerzas.

- SUMA DE PARES O CUPLAS: Consideremos en un mismo plano it dos pares, uno P.d y otro F.d":

x4
d
P P
+ X
Mi=+P.d Mz=+F _d'
podemos determinar un momento equivalente a M2 pero de manera que la distancia sea "d"™
con lo que 0s momentos que
determina

Mz=+X_.d igualando a la anterior X=F.d/d=M2/d 13s siguientes:

giramos la direccion del par X .d y lo ubicamos en correspondencia de la cupla P.d, ( X punteada )y
calculamos el momento resultante de esta suma:

Prof.: V Mr=(+X+P). d=+X.d+Pd
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-Desplazamiento de una fuerza paralela a si misma: Para efectuar el traslado de una fuerza a otra ubicacidn en un plano que la contenga,
manteniendo la direccién y el sentido, colocaremos en la nueva ubicacién un sistema nulo de fuerzas y aparecera una cupla.
y queremos trasladarla a cualquier punto de la recta "b" ubicada a

s S S

Consideramos que sobre un plano 7 actya una fuerza P en la direcciéon "a",

distancia "d" de "a".
En la direccién "b" colocamos un sistema nulo de fuerzas P' y P" , ambas de igual mddulo a P, una de igual sentido y otra opuesta, aplicadas en
cualquier punto de la direccién "b", con lo que queda formada una cupla determinada por las fuerzas P y P":

P=|P'|=|P"| M=+P.d=+P".d

a", podemos trasladarla paralela hasta la recta "b" pero ird acompafiada del momento

Hemos determinado que una fuerza P actuando sobre la recta
que produce la fuerza original con respecto a un punto de la recta "b".

-Composicion de un par y una fuerza: Puede ocurrir una situacién inversa a la anterior, es decir, que sobre un plano actien una fuerza y un par, lo
gue equivale a trasladar la fuerza paralela a si misma a una distancia tal que su producto sea igual al momento aplicado en magnitud y sentido.

VF' \
P |

,-” = l caso 1
’ Mo |

zJ/ "
el caso 1 equivale al caso 2 / - 4 \
i \ |
/ / o l caso 2
2 F.d |
[ a3’ s
- - )
I'\‘__ o C, f _1___/""1
Consideremos en un plano y el caso 2 equivale al caso 3 2 e \ p, una )
fuerza P ubicada sobre la | direccién
"b"y un par M (caso 1). /P e | caso 3
Aeste par M lo e L |
reemplazamos por una a«" L I cupla
conformada por fuerzas P [ - el -///
'-\‘_____ L c.,’ .S "d" que

separadas por una distancia
vamos a calcular, para ello

colocamos una fuerza P'" igual a P, en su direccidn pero de sentido opuesto y ahora ubicamos a la otra fuerza también igual al médulo de P, con su
mismo sentido y a distancia "d" de la direccion "b", para lo cual existen dos posibilidades, P' en la direccion "a" 6 P'" en la direccion "c" (caso 2).
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Recordemos que: Pl =P =|P"| = |P™|
y la distancia a la que debemos trasladar a la fuerza P es tal que provoque el mismo momento M:

M=+P.d [1]

=]

Ahora analizaremos el sentido de las cuplas formadas por las fuerzas:
PP M=-P" . d en sentido antihorario j

P'P" M=+P'.d en sentido horario T

vemos que esta Ultima coincide con el sentido positivo del momento original M dado por [1], por lo tanto la ubicacidn vélida entre las fuerzas P'y P'",

es la P' en la direccion "a" , caso 3.

-SISTEMA DE FUERZAS CONCURRENTES: RESOLUCION ANALITICA
Consideremos un sistema de dos fuerzas concurrentes y hallaremos la resultante determinando su magnitud, direccién y sentido, en forma analitica
mediante ecuaciones de proyeccion.

+Wj’}
Fiy
Fay ..
0 X
2;”f‘ :ll.l
-7 1) > Rx

Para determinar la resultante mediante ecuaciones de proyeccion, el primer paso consiste en ubicar las direcciones 1y 2 de las fuerzas en un sistema
de coordenadas ortogonales, cuya inclinacion esta dada por los angulos medidos en sentido antihorario a partir del semieje x(+) y son al y a2
respectivamente.

En cualquier punto de la direccion 1 puede encontrarse aplicada la fuerza F1, lo mismo ocurre con la direccidn 2 y la fuerza F2, trasladamos a cada
fuerza de manera que su origen coincida con el punto "O" en el cual se cortan las direcciones 1y 2 y determinemos en forma tentativa a la resultante

R graficamente (método del paralelogramo).
Ahora veremos la solucion analitica, para ello planteamos las ecuaciones de proyeccidn de las fuerzas sobre los ejes coordenados:
Fix=F1 cos a1 Fiy = F1 sen aq
F2x=F2 cos a2 Fzy = F2 sen w2
ahora hallaremos la resultante de las proyecciones de las fuerzas sobre cada eje coordenado:
Rx = F1x + F2x Ry =Fly + F2y

que son las componentes de la resultante, y que por ser normales podemos hallar su magnitud
aplicando el teorema de Pitdgoras:

Rl = 7RG +Ry

ahora determinaremos las componentes de la resultante segun los ejes coordenados:
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Rx =R cos ar Ry =R sen ar

dividimos éstas dos expresiones y obtenemos el dngulo entre la resultante Ry su componente Rx:
tg or = Ry / Rx — OR

De acuerdo a los signos individuales de las componentes de la resultante, determinaremos en cual
de los cuadrantes se la ubicara, es decir, para:

Ry=>0 Rx=>0 1° cuadrante R

Ry=0 Rx=0 2° cuadrante 180° - aRr
Ry=<0 Rx<=0 3° cuadrante 180° + ur
Ry<0 Rx>0 4° cuadrante 360° - R

Estos angulos asi determinados, son medidos en sentido antihorario a partir del semieje positivo dela abscisa x 6 de una paralela a ésta y que corte a
la direccidn de la resultante.

Para un numero de fuerzas concurrentes mayor a dos, el procedimiento de calculo es idéntico.

Conclusion: la resultante de un sistema de fuerzas concurrentes en un punto, queda definida por las ecuaciones de proyeccion del sistema con
respecto a dos ejes ortogonales, y generalizando es:

RX =X FI_COS i -Ry:Efi_sepm
IRl = « R+ Ry g ur=Ry/Rx

-EQUILIBRANTE DE SISTEMA PLANO DE FUERZAS CONCURRENTES: GRAFICA

El procedimiento es idéntico al explicado anteriormente para hallar la resultante, pero la equilibrante es de igual modulo pero el sentido es opuesto,
es decir, que la equilibrante tiene sentido opuesto a la resultante. La condicion necesaria y suficiente para que el cuerpo sélido esté en equilibrio es
que el poligono de fuerzas sea cerrado.

-DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN TRES DIRECCIONES CONCURRENTES
Consideremos una fuerza y tres direcciones todas concurrentes en un punto y pertenecientes a un mismo plano.

poligono de fuerzas '-._'A“ -
A A',:':.- . v

LA T
5 X e

Necesitamos hallar las componentes de la fuerza P, con origen en el punto "O", en las direcciones 1, 2 y 3 pasantes por el mismo punto "O".

Para ello haremos el poligono de fuerzas, trazamos fuera del plano una paralela a la fuerza P, marcamos su origen con el punto "O", y por éste
hacemos pasar una de las direcciones, como ser la 1, por el otro extremo de P llevamos una paralela a otra de las direcciones, sea la 2, y por ultimo
trazamos una paralela a la direccidn 3 de la que tenemos infinitas opciones, por ejemplo 3', 3", 3", etc.
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posicion 3’ posicién 3" posicién 3"
direccion 1 OA QA' QA"
direccién 2 BC B'C B"C
direcciéon 3 AB A'B' A"B"

La descomposicién de una fuerza en mas de dos direcciones nos conduce a una solucién indeterminada, pues para cualquier posiciéon de las
componentes, da por resultado la fuerza original.

-EQUILIBRIO DE FUERZAS CONCURRENTES EN UN PLANO
El equilibrio de dos fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido, para que sea posible exige que ambas sean colineales, de igual magnitud y sentido
contrario:

F1 F2
o}

Llevamos a partir de un punto, como ser el "O", a las dos fuerzas F1y F2 medidas en escala de fuerzas, y hallamos la resultante:
[F1] = |F2]
R=F2-F1=0 resultante nula indica cuerpo en equilibrio.

Para el equilibrio de tres fuerzas coplanares actuando sobre un cuerpo rigido, es necesario que las tres fuerzas, 6 sus direcciones, sean concurrentes a
un mismo punto.

[F1] = |R23]

Entonces la condiciéon es que deben pasar por un mismo punto, en este caso "0O", hallamos la resultante de dos de ellas, como ser R2,3 de F2y F3, y
esta resultante debera ser de igual magnitud a la otra fuerza restante F1, debera tener igual direccién y sentido opuesto:

R2,3 = F2 + F3 (suma vectorial) [R2,3| = |F1]

Conclusidn: en un sistema de fuerzas concurrentes a un mismo punto de un cuerpo rigido, cualquiera de las fuerzas del sistema es siempre opuesta a
la resultante de las restantes fuerzas coplanares concurrentes.

-EQUILIBRIO DE FUERZAS EN ESTRUCTURAS RETICULARES ( RETICULADOS)
Estas estructuras estan constituidas por barras coplanares ¢ bielas, y en sus extremos tienen agujeros a través de los cuales se puede pasar un perno
y asi unirlas, tomando diversas formas geométricas destacando que el tridngulo es la Unica figura indeformable.

Veamos una y mas bielas:
ESTRUCTURA REAL ESTRUCTURA
A
@ @ ESQUEMATICA

PERNO PERNO

1 ARTICULACION
EL TRIANGULO ES UNA

ESTRUCTURA INDEFORMABLE
3 BIELAS

3 PERNOS

3 ARTICULACIONES

BIELA —> BIELA —>,

PERMITE EL GIRO DE UNA
CON RESPECTO A LA OTRA

Veamos una estructura formada por una sucesion de triangulos coplanares constituidos por bielas:
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| L | |
A \1/\1/\/\A

Normalmente las cargas actuantes en este tipo de reticulados son sobre los nudos (unién de bielas) y se trasmiten a las bielas, que seran solicitadas
solamente por esfuerzos axiles de traccién o de compresion.

-CALCULO DE ESFUERZOS AXILES EN TRIANGULOS DE RETICULADOS
Podra iniciarse solamente en los nudos en donde concurren solamente dos barras, dado a que solo disponemos de dos ecuaciones de equilibrio que
son de proyecciones sobre los ejes coordenados.

Analicemos el siguiente reticulado elemental: el tridngulo que determinan las bielas "a" y "b" que conjuntamente con el muro "m" forman una
estructura triangular indeformable, y en el punto de unién de las bielas actta una carga P:

estructura en escala estructura "cortada"
de longitud ponemos en evidencia las incognitas

Para determinar los esfuerzos axiles en las bielas 6 barras "a" y "b" aislamos el nudo "cortando" la estructura y estudiamos la parte izquierda, para
gue se mantenga el equilibrio debo aplicar fuerzas axiles en la direccion de las bielas.

Como la carga P y las dos bielas concurren al punto O, podemos hallar las equilibrante Ea y Eb en las direcciones "a" y "b" graficamente, por el
método del paralelogramo, y estas equilibrante pasan con sentidos opuestos a las barras como esfuerzos Say Sb .

-SISTEMAS RETICULADOS
Son los que estan constituidos por barras coplanares, articuladas en sus extremos por pernos sin friccion, formando asi en general, una red de

triangulos, donde a cada lugar de concurrencia de barras se lo denomina "nudo".

La estructura reticular constituida por tres barras y tres nudos, conforman un triangulo y representa la estructura indeformable mas simple, es decir,
con el menor nimero de barras.

En las estructuras reticulares, las cargas se suponen aplicadas en los nudos, y asi las barras solo estan solicitadas a esfuerzos axiles de traccién 6 de
compresion.

Para establecer la ley de formacidn de un reticulado, se parte de la estructura triangular base y por cada dos barras que se adicionan, se obtiene un
nuevo nudo.

Si designamos con "b" a las barras y con "n" a los nudos, se tiene:

b=3+2(n-3) [ b=2n-3 |
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Es condicidn necesaria, pero no suficiente, pues para que una estructura resulte estaticamente determinada por vinculacién interna e indeformable,
es que el nimero de barras sea igual al doble del niUmero de nudos menos tres.

La condicion no es suficiente, porque las barras tienen que estar dispuestas en forma tal que la estructura resulte isostética e indeformable en todas y
cada una de sus partes.

Sib > 2 n -3 tendremos por vinculacion interna una estructura hiperestatica, o sea, posee mds barras que las necesarias, es este caso no se puede
resolver por medio de la estatica y para su resolucion debemos recurrir a la teoria de la elasticidad (no se da en este curso).

Sib <2 n-3tendremos por vinculos internos una estructura hipostatica, es deformable, no se puede utilizar.
Sib=2n-3ysilaestructura es isostatica e indeformable, comportandose como una sola chapa, es necesario que posea tres vinculos externos que la
vincule a tierra.

esta estructura \/\/\/ se comporta / \A

iy £ como una sola chapa s

Si esta estructura tuviera mas vinculos externos (exteriores) seria hiperestatica por vinculos externos.

Veamos la designacién de las barras de acuerdo a su posicién:

B c D

a H J

I) >
T
—
=
|

cordén superior BCDE BCDEFG
corddn inferior AGHJF AHJKG
diagonales AB-BG-GC-CH-HD-DJ-JE-EF BH-CJ-DK-EG
montantes 0 ----------- AB-CH-DJ-EK-FG

Las cargas que se deberdn tenerse en cuenta son:
a) permanentes: peso propio de la estructura

b)  accidentales: varian en magnitud y posicion,
sobrecargas (transito vehicular en puentes), viento, nieve, etc.

-EQUILIBRIO DE NUDO EN FORMA GRAFICA

esfuerzos en las barras equilibrantes equilibrio del nudo ¢
en el nudo ¢
Ra | a Sa=Ea Ea C < Ea

/Sb=Eb Eb P

m
P Eb
+ Sa positivo = traccién

Rb/' - Sb negativo = compresién poligono de fuerzas
en escala de fuerzas

El poligono de fuerzas debe ser cerrado y P debe estar medido en escala de fuerzas. Por origen y por el extremo de P trazamos paralelas a las
direcciones de las bielas, y asi se determinan las reacciones 6 equilibrante Ea y Eb en el nudo y sus sentidos seran tales que el "circuito" del poligono
sea cerrado, y los valores se miden en escala de fuerzas.

Llevamos estos esfuerzos Sa=Ea y Sb=Eb a las barras de la estructura pero con sentidos opuestos tendremos las acciones en las barras que es lo que
buscamos, y en este caso Sa es el esfuerzo axil de traccion en la barra "a", y Sb es el esfuerzo axil de compresién en la barra "b":

También obtuvimos las reacciones que deben proveer el muro, Ray Rb, que son iguales y de sentido contrario a las Sa y Sb que acttan en las barras.
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-EQUILIBRIO DE NUDO EN FORMA ANALITICA

, W Eb sentido correcto

X

Tenemos que determinar en el nudo a las equilibrante de P segun las direcciones "a" y "b", Ea y Eb respectivamente, pero como son incégnitas no
conocemos su sentido, se lo asignamos en forma arbitraria y ubicamos a la carga y a las equilibrante en el origen de coordenadas, donde todos los
angulos son conocidos.

Ahora planteamos las ecuaciones de equilibrio de proyeccidn sobre los ejes coordenados:

YFx=0 +EaCoSca+EbCcOSab=0

TFy=0 +EaSenoa+Ebsenab+Psenar=0

Se han puesto a todos los términos el signo positivo, pues al medir los dngulos en sentido antihorario a partir del semieje x (+), el dngulo le da el signo
al término y tenemos dos ecuaciones con dos incégnitas Ea y Eb:

Ea el valor dard positivo, lo que significa que el sentido adoptado es el correcto.

Eb el valor dard negativo, lo que significa que el sentido adoptado no es el correcto, por lo
tanto debera ser anulado y tomar el opuesto al adoptado, que en el grafico se indica
en punteado el sentido correcto.

-MOMENTO DE UNA FUERZA
Consideremos en un plano una fuerza F1 en la direccion 1, que forma un angulo a con respecto al semieje x (+).

1,
- -’ Para el caso de tener F1', todo lo
“F1 hallado para F1 es valido pero solo
cambiando el signo por el opuesto.
d
5 TX
0&& I x A g
o‘,'
1,27 Fy

El momento de F1 respecto a los puntos Ay B es el producto de la fuerza por la distancia al punto:

Mr=+F1.d=+F1.0Asen o

Ms

-F1.d=-F1.0Bcos «

Si agrupamos de otra manera obtenemos lo mismo con las proyecciones de la fuerza Fx y Fy:

+(F1.Sena).OA=+Fy.OA

Ma

Ms

-(F1.cosa).0B= -Fx.0B

Resuelto el cdlculo obtendremos los valores, y de acuerdo al signo, tendremos que:
(+) elsigno positivo indica que el sentido del giro es horario.

(-) elsigno negativo que el sentido de giro es antihorario.

Consideremos en un plano una fuerza F2 en la direccién 2, que forma un angulo b con respecto al
semieje x (+).
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Para el caso de tener F2', todo lo
hallado para F2 es valido pero solo
cambiando el signo por el opuesto.

Fx A +X

A 4
v

El momento de F2 respecto a los puntos Ay B es el producto de la fuerza por la distancia al punto:

Ma= -F2.d= -F2.0Asen p

Ms= -F2.d'=-F2.0Bcos p

Si agrupamos de otra manera obtenemos lo mismo con las proyecciones de la fuerza Fxy Fy:

MAa= -(F2.Senp).OA= -Fy.OA

Ms= -(F2.cosp).0B= -Fx.0B

Resuelto el calculo obtendremos los valores, y de acuerdo al signo, tendremos que:

(+) elsigno positivo indica que el sentido del giro es horario.
(-) elsigno negativo que el sentido de giro es antihorario.

Recordemos que para tomar momento hacemos el producto de la fuerza por su distancia al punto (en valor absoluto) y el signo lo imponemos de

acuerdo al sentido del giro:
-

-SISTEMA PLANO DE FUERZAS NO CONCURRENTES: POLIGONO FUNICULAR
Tenemos en el plano varias direcciones no concurrentes todas a un mismo punto, pero concurrentes solo de a dos.
Hallaremos la resultante determinando su magnitud, direccion y sentido, en forma gréfica mediante el método del poligono funicular.

Veamos para el caso de tres fuerzas coplanares, cuyas direcciones "a, by c" no son concurrentes a un punto:
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POLIGONO POLIGONO
FUNICULAR DE FUERZAS

en escala de fuerzas

R

Con las tres fuerzas F1, F2 y F3 sobre las direcciones a, b y ¢, determinaremos a su resultante R en magnitud, direccién, sentido y un punto por donde
pasa.

Construiremos el poligono de fuerzas, y partir de un punto A - origen - llevamos a las fuerzas manteniendo sus direcciones, una a continuacion de
otra, medidas en escala de fuerzas, y uniendo el origen A con el extremo B de la Ultima fuerza, trazamos la resultante R del sistema cuyo origen
coincide con A y su extremo con B.

El origen Ay el extremo B del poligono de fuerzas F1, F2 y F3 es el mismo que el de la resultante R que queda determinada en magnitud, direcciény
sentido.

Por ultimo, nos falta determinar un punto por donde pase la direccién de la resultante, para ello en el poligono de fuerzas trazaremos los rayos 1, 2, 3
y 4 de manera que concurran a un punto "0" (polo).

Seguidamente llevaremos paralelas a estos rayos del poligono de fuerzas al esquema del poligono funicular, de la siguiente manera: trazo una
paralela al rayo 1 de manera que corte a la direccidon que contiene a F1 en un punto cualquiera, en este caso S, a partir de este punto trazo una
paralela al rayo 2 hasta cortar a la direccion de F2 en el punto T, y a partir de este punto llevo una paralela al rayo 3 hasta cortar a la direccion de F3
en el punto U, y desde este punto trazo una paralela al rayo 4, ahora prolongo las paralelas al primer rayo y al ultimo en el poligono funicular de
manera que se corten en el punto "V" por donde pasa la direccion de la resultante R (no es punto de aplicacion).

Para saber si lo resuelto graficamente es correcto haremos un control: a tres direcciones que componen un triangulo en el poligono de fuerzas, a esas
mismas direcciones les corresponde cortarse en un punto en el poligono funicular.

Veamos si se cumple lo anterior: al triangulo formado por F1y los rayos 1y 2 del poligono de fuerzas corresponden que esas tres rectas se corten en
el punto S del poligono funicular; F2 y los rayos 2 y 3 del poligono de fuerzas se corresponden con el punto T del poligono funicular; F3 y los rayos 3 y
4 del poligono de fuerzas se corresponden con el punto U del poligono funicular; por ultimo al triangulo formado por la resultante Ry los rayos 1y 4
le corresponde el punto V en el poligono funicular.

Asi hemos comprobado que los controles se verifican, por lo tanto todo lo hecho es correcto.

Desarmemos al poligono de fuerzas y hallemos las componentes de cada una de las fuerzas segun las direcciones de los rayos.

POLIGONO DE FUERZAS
F1 "desarmado”

Y
A

O en escala de fuerzas

F2

F3 B

Ahora analizaremos lo realizado en el poligono de fuerzas:
F1: fuerza que la hemos descompuesto en componentes segun las direcciones de los rayos 1y 2.
F2: fuerza que la hemos descompuesto en componentes segun las direcciones de los rayos 2 y 3.

F3: fuerza que la hemos descompuesto en componentes segun las direcciones de los rayos 3y 4.
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Aqui vemos que las componentes intermedias segln los rayos 2 y 3 se anulan, y tanto el poligono de fuerzas como la resultante tienen origen en Ay
extremo en B, y sus componentes estan dadas por los rayos 1y 4, concluyendo que a cada una de las fuerzas la hemos descompuesto en dos
direcciones (rayos) y con respecto al punto "O" elegido como polo puede estar ubicado indistintamente en cualquier lugar del plano.

-SISTEMA PLANO DE FUERZAS NO CONCURRENTES: METODO ANALITICO

Consideremos un sistema de cuatro fuerzas no concurrentes y analiticamente hallaremos la resultante determinando su magnitud, direccién, sentido,
y su recta de accién.

Rx

My 3":__ o3 POLIGONO DE FUERZAS
F2 : en escala de fuerzas
) o2 F3 :
2.7 | i4 F2 R
17 3 Fa
\ () 1 X Ry
F1\Qa1 F1 F3
S Fa K o4 IR
1

‘4

Para determinar la resultante mediante ecuaciones de proyeccién, el primer paso consiste en ubicar a las cuatro fuerzas y sus direcciones en un
sistema de coordenadas ortogonales, y cuyas inclinaciones estan dadas por los angulos medidos en sentido antihorario a partir del semieje x(+).

Esta manera de medir los dngulos nos facilita |a tarea, pues todos los términos de las ecuaciones de proyeccidn los tomaremos positivos, y el angulo
es el que le da el signo.

Las Fiy los ai son datos, por lo que el primer miembro tendra un valor y signo:

T Fx=+F1cos ar+F2cos a2+ F3cos a3+ F4 cosos=+Rcos ar=+RX
YFy=+F1senoi+F2seno2+F3senos+ F4senosa=+Rsenor=+Ry
Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas: Ry ar:

Rx =X Fi.cos ai Ry =X Fi.sen ai

IN

v Rx?+ Ry? tg or = Ry / Rx —> OR

En este caso, las componentes de la resultante Rx y Ry halladas analiticamente son positivas (lo que se verifica graficamente), nos permite determinar
facilmente el sentido de la resultante.

Hasta aqui hemos hallado a la resultante en magnitud, direccion y sentido, lo que verificamos rapidamente con el poligono de fuerzas que nos
permite visualizarla.

-DETERMINAR UN PUNTO POR DONDE PASA LA DIRECCION DE LA RESULTANTE

Opcidn 1:

Una vez hallada la resultante debemos determinar la ubicacion de su direccidn con referencia al sistema de ejes coordenados, para lo cual
tomaremos momento de todas las fuerzas con respecto a un punto, que en este caso es el origen de coordenadas "O", y por el teorema de Varignon
es igual al momento de la resultante.
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di = distancia de Fi al punto O
SMo=+F1.d1+F2.d2+F3.d3-F4.d4 obtenemos valor numérico y signo

al resultado obtenido lo igualamos al momento de la resultante, es decir:

Si; Mo resultado positivo =+ R . dr

resultado negativo=-R . drR

y si: ZMo

sila suma de los momentos de las fuerzas es positivo entonces el momento de la resultante es positivo, caso contrario es negativo, y en este ejemplo
lo consideramos como positivo (recordemos que el signo del momento lo da el sentido de giro de la fuerza por su brazo de palanca).

Ahora determinaremos la ubicacidn de la resultante en el sistema de coordenadas tomando momentos con respecto a su origen "O", (recordemos
que el momento de una fuerza es igual a la suma de los momentos de sus componentes, por lo tanto adoptamos lo que mas nos convenga):

IR drR =X Fi. dio dr = X Fi.dio
IR
IR| dr |[R] médulo de la resultante dr: distancia de R hasta "O"
T Fi. dio Fi fuerzas actuantes dio: distancias de las fuerzas hasta "O"

ya tenemos la distancia "dR" de la resultante al origen de coordenadas "O", pero tendremos dos posibles ubicaciones, en este caso dijimos que el
segundo miembro (5 Fi . dio) es positivo entonces obligadamente debe ser positivo el primer miembro que es el momento de la resultante (|R| dR),
veamos como determinaremos la ubicacidn correcta a través de los siguientes esquemas:

+y +y ¥R + YRy R
//’ wR %
R S 4 7
Ry / +X 2 7 At X_
+ X

B
Ry Rx
+
o 7 ol /7 R O
Rx dr P

a la resultante las determinamos con las componentes Rx y Ry

hemos calculado la distancia dr desde la resultante hasta O, que pueden ser puntos de la
circunferencia que trazamos con centro en "O" y radio dr

llevamos una paralela a la direcion de la resultante y tenemos dos opciones, tangente en el
punto s 6 en T, y cumplen |R| dr

opcion valida: resultante R que da signo (+) el momento igual al momento (+) de las fuerzas

Opcidn 2:
Tomaremos momentos con respecto al punto "O", de todas las fuerzas y de la resultante usando sus componentes:

SMo=+F1.d1+F2.d2+F3.d3-F4.d4 1] momento de todas las fuerzas
ZIMo=+Ry.OA+Rx.0=+Ry.0OA 2] M de la resultante aplicada en A
IMo=+Ry.0+Rx.0B=+Rx.0B [3] M de la resultante aplicada en B

[1] cada fuerza puede ubicarse en cualquier punto de su recta de accion y se reemplaza por sus componentes, con esta ecuacidon obtenemos un valor
numérico con su signo, que en este caso es positivo.

[2] [3] la resultante puede ubicarse en cualquier punto de su recta de accion y es reemplazable por sus componentes; el momento debe ser
obligadamente del mismo signo de [1] que en este caso es positivo.

Conociendo la direccion de la resultante y que su momento respecto al origen "O" es positivo, entonces su recta de accién cortara a los semiejes y (+)
y X (-) en los puntos B y A que pasaremos a determinarlos (esquema [4] de la opcidn anterior ), y por lo tanto hallaremos las coordenadas de esos
puntos:

[1]1=[2] —> OA =+XMo [1=[3] —> OB =+3ZMo
Ry Rx
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asi hemos determinado la ubicacidn de los dos puntos A y B por donde pasa la recta de accién de la resultante.

-EJEMPLO: Consideramos un sistema de tres fuerzas coplanares, determinaremos la resultante, su direccion y sentido, y sus componentes vertical y
horizontal.

F1 =8t aplicadaenA a1l =90°
F2 =6t aplicadaens a2 =45°
F3 =4t aplicadaenc a3 = 09

Las tres fuerzas se encuentran dentro de un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, estdn indicados sus puntos de aplicacién y los dngulos
medidos a partir del semieje x (+).

Mediante las ecuaciones de proyeccién vamos a determinar las componentes de la resultante, su médulo o magnitud y su dngulo de inclinacién:

F3

A+Y

F3

Ry

»

poligono de fuerzas

en escala de fuerzas
Rx=XFx=F2cosa1+F3 =+6cos45° +4=+38241

Ry=XFy=F1+F2cosai1=+8+6sends” =+ 12241

IRlI=  Rx®+Ry2 =  8242+1224% = 1476t
tgor = Ry = 1224 = 1,49 —> or = 56,05°
Rx 824

Falta ubicar a la resultante en el sistema de coordenadas para lo cual tenemos dos posibilidades:

Opcion 1: calcularemos la distancia de la direccidn de la resultante al punto O:
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TMo=-8x2+6cos45°x5-6sendb”x3+4x8 = +2449 [1]  sumade momentos de Fi
EMo=|R| drR=1476 dR [2] momento de la resultante

[11=12] los valores absolutos de ambas ecuaciones son iguales

[11  es positivo, por lo tanto [2] debe ser del mismo signo, y asi determinamos la posicién de R en
el sistema de coordenadas:

Opciodn 2: hallaremos dos puntos, A sobre el semieje x (-) y B sobre el semieje y (+), por donde pasard la recta de accién de la resultante.

Para determinar la coordenada OA, ubicaremos a la direccion de la resultante en donde corte al eje x ( - ) pero utilizaremos las componentes:
EMo=-p. 2+6cos45° 5-fsendd” 3+4.8 = +2449 [1] sumamomentos de Fi
EMo=|R|.drR=Ryoa+Rx.0=1224 . 0A [2] M deresultante y de

componentes

[11=[2] los valores absolutos de ambas ecuaciones son iguales

[11 es positivo, por lo tanto [2] es obligadamente del mismo signo, y asi determinamos la posician
de A en el sistema de coordenadas:

oA = 2449 = 200 ver esquema 1
12,24

Para determinar la coordenada OB, ubicaremos a la direccion de la resultante en donde corte al eje y ( + ) pero utilizaremos las componentes:
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TMo=-8.2+6cos45° 5-6send5” 3+4 .8 = +2449 [1]
EMo=|R| . dR=RxoB+Ry 0=824 0B [3]
[11=13] los valores absolutos de ambas ecuaciones son iguales

[11 es positivo, por lo tanto [3] debe ser obligadamente del mismo signo, y asi determinamos la
posicion de B en el sistema de coordenadas:

OB = 2449 = 297 ver esquema 2
824 +y
J‘.+y
Ry4d AR
A 4 R
Ry ¥ B Rx
7 Y
Al > X , o
- 4? Fal
s 9 Rx ol
4
esquema 1 esquema 2

-EQUILIBRIO DE UN SISTEMA PLANO DE FUERZAS NO CONCURRENTES

Las condiciones analiticas necesarias y suficientes que debe cumplir un sistema plano de fuerzas no concurrentes para estar en equilibrio, son tres
ecuaciones de las que se tienen varias opciones (basta utilizar un solo conjunto de tres ecuaciones):

a) dos ecuaciones de proyeccién sobre dos ejes no coincidentes ni paralelos, nosotros utilizaremos ortogonales, y una ecuacién de momentos
respecto de un punto cualquiera del plano, y cada ecuacion debera igualarse a cero.

EFx=XZFicosai=0 suma de proyecciones de todas las fuerzas sobre el gje x

EFy=ZFisenai=0 suma de proyecciones de todas las fuerzas sobre el gje y

EMo=ZFi.die=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto respecto al
que se toma momento, con el signo que corresponda

b ) una ecuacién de proyeccidn sobre un eje x, mas dos ecuaciones de momentos con respecto a dos puntos arbitrarios del plano, pero de manera
que la recta que los contenga no sea normal al eje de proyeccidn, y cada ecuacidn debera igualarse a cero.

SAY
A3

EFx=ZFicosui=0 suma de proyecciones de todas las fuerzas sobre el gje x
ITMa=ZFi.dia=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto A
ITMe=ZFi.de=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto B

La recta determinada por los puntos Ay B' es normal al eje de proyeccion x por lo tanto solo uno de ellos, A 6 B', puede ser centro de momento.

La recta determinada por los puntos A y B no es normal al eje de proyeccién x por lo tanto cualquiera de ellos, A 6 B pueden ser centros de
momentos.

c) tres ecuaciones de momentos con respecto a tres puntos arbitrarios del plano, no alineados, y cada ecuacién debera igualarse a cero.

Prof.: Vianna Orlando Javier Pagina 21



ESTRUCTURAT - EPETN°16

w A y
AF
>
QFV'" B X
EMa=ZFi.dia=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto A
EMe=2ZFi ds=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto B
EMc=ZF dic=0 suma de cada fuerza por su distancia al punto C

De las tres opciones citadas, la que nosotros usaremos preferentemente es la primera de ellas (a).

Hasta aqui, hemos visto que para resolver un sistema plano de fuerzas no concurrentes, disponemos de tres ecuaciones de condicién, llamadas
ecuaciones de la estdtica, y asi siempre se puede resolver problemas que contengan tres incégnitas.
No es posible la descomposicion de una fuerza en cuatro 6 mas direcciones, pues conduce siempre a problemas indeterminados.

-DETERMINAR LAS COMPONENTES DE UNA FUERZA EN TRES DIRECCIONESCOPLANARES: METODO DE CULMANN (GRAFICO)

Consideremos una fuerza de la que conocemos su magnitud, direccion y sentido, y tres direcciones, todos pertenecientes a un mismo plano,
determinaremos las componentes de la fuerza en esas tres direcciones.
Ahora enumeramos los pasos a seguir:
1) Como tenemos cuatro direcciones - "a", "b", "c" y la de la fuerza F - todas ubicadas en un mismo plano, haremos cortar a dos de ellas, y
luego a las otras dos en los punto Sy T (es indistinto elegir el agrupamiento entre dos de las direcciones, el resultado siempre es el
mismo).

poligono de fuerzas
esquema de - a en escala de fuerzas
ubicacion de las
direcciones en

el plano

origen O y fin Q es el mismo
por cualquier camino

2)  Unimos los puntos Sy T con una recta que se llama auxiliar de Culmann (AC).
3)  Partiremos del punto S donde concurren la fuerza F conocida, con dos direcciones "c"y "AC".

nn

4)  Haremos el poligono de fuerzas, llevamos la fuerza F en escala de fuerzas, y por sus extremos trazamos paralelas a las direcciones "c" y
"AC", obteniendo componentes en estas direcciones.

5)  Ahora vamos al punto Ty aqui la componente "AC" concurre con las otras dos direcciones "a"y "b"

6)  En el poligono de fuerzas, conocida "AC" trazamos por sus extremos paralelas a las direcciones "a" y "b" y obtenemos las comp onentes en
estas direcciones.

7)  Por ultimo, determinaremos el sentido de las componentes de F en las tres direcciones "a", "b" y "c", recordemos que el origen O y el
extremo Q de la fuerza F (con sentido de O hacia Q) sera el mismo por cualquier camino que se siga, por lo tanto las componentes tendran
origen en Oy extremo en Q, Fc tendra el sentido de O hacia D, Fb va desde D hacia E y Fa va de E hacia Q.

8) Lossentidos determinados en el poligono de fuerzas los llevamos al esquema de ubicacion en las direcciones respectivas.

9) Las magnitudes de las componentes las medimos en el poligono de fuerzas de acuerdo a la escala de fuerzas.

Una vez determinadas las tres componentes de la fuerza F, podemos decir que si eliminamos F, y
sin que varie su efecto, se la puede reemplazar por las componentes Fa, Fb y Fc.

-EQUILIBRANTES DE UNA FUERZA EN TRES DIRECCIONES COPLANARES METODO DE CULMANN ( GRAFICO )
Consideremos el mismo caso anterior, una fuerza de la que conocemos su magnitud, direccion y sentido, y tres direcciones, todos pertenecientes a

un mismo plano, hallaremos las equilibrante de la fuerza en esas tres direcciones.
Los pasos a seguir son exactamente idénticos a la explicacidon anterior, a excepcidn del punto séptimo (7) que se modifica asi:
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7) Por ultimo, determinaremos el sentido de las equilibrante de F en las tres direcciones "a", "b" y "c", recordemos que partiremos del origen O y
llegamos al extremo Q de la fuerza F (con sentido de O hacia Q), ahora seguimos el recorrido por la direccién "a" desde Q hasta E, prosiguiendo el

recorrido por la direccion "b" desde E hasta D y por ultimo recorremos por la direccion "a" desde D hasta O, es decir que la fuerza F y las equilibrante
Ea, Eby Ec forman un "circuito" cerrado.

Resumiendo: los sentidos de las equilibrante son opuestos a los sentidos de las componentes, pero son iguales en mddulo y direccidn.

poligono de fuerzas
en escala de fuerzas
los sentidos forman un "circuito” cemado

ubicacion de las con resultante nuia

direcciones de
las equilibrantes
en el plano

Q

-EQUILIBRANTES DE UNA FUERZA EN TRES DIRECIONES COPLANARES CON 4 DIRECCIONES PARALELAS DOS A DOS: METODO DE CULMANN
(GRAFICO)

Veamos cdmo se resuelve este caso particular, en donde la direccién de la fuerza F es paralela a una direccion y las otras dos direcciones son
paralelas, es decir, que tenemos dos grupos de direcciones paralelas.

C *Ec N Ec
~ -~ poligono
~ ~
AC - Ea Ea A'Cf__ ~ de fuerzas
b m " | 1 - F
4 Eb -
F a Eb

Determinamos en las intersecciones de dos direcciones normales, una es F con "b" en el punto M, y luego "a" con "c" en el punto N.

Unimos M con N y obtenemos la recta auxiliar de Culmann.

La fuerza F concurre juntamente con "b" y "AC" al punto M, y en el poligono de fuerzas llevamos F en escala de fuerzas y por su origen y extremo
trazamos paralelas a "b" y AC.

Ahora nos trasladamos al punto N en donde concurren "AC", "a" y "c", y en el poligono de fuerzas por los extremos de "AC" trazamos paralelas a las

direcciones "a"y "c".

Determinaremos las equilibrante de F en las tres direcciones Ea, Eb y Ec, y solo nos falta indicar los sentidos, que por ser equilibrante forman un
"circuito " cerrado en el poligono de fuerzas, y observamos que los médulos |F| = |Ea| y |Eb| = | Ec|, pero sus sentidos son opuestos y los valores se
obtienen midiendo en el poligono de fuerzas en la escala del mismo.

-ESFUERZOS AXILES EN TRES BARRAS DE UN RETICULADO METODO DE CULMANN (GRAFICO)

Consideremos el siguiente reticulado, y mediante las tres ecuaciones de la estatica calculamos las tres incégnitas (reacciones 6 equilibrante).
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2 lPErIL\ lP 10 lp 14

\ i
1 5 o 3 A5 |17 h
HA_{]P N
A e 4 8 1,\ 12 16 2B
|
@VA:' 5P Ee=154F
i- A a a - a -

I P o = .J"i

Hallaremos los esfuerzos axiles de las tres barras 6, 7 y 8, para lo cual "cortaremos" al reticulado en estas barras, ¢ las "retiramos", pero en su lugar
las reemplazaremos por equilibrante en los nudos (extremos de las barras), de tal manera que una vez retiradas las barras ambas partes de la
estructura queden en equilibrio, es decir, que no se muevan de su posicién original.

Verificaremos la condicién necesaria de isostaticidad:

b=17 n=10 b=2n-3=2.10-3=17

y vemos que se cumple, y ahora si "cortamos" la estructura y tendremos:

V Fol
2 5 10 14 .

1 5 9 17 .
Ha=0
x 4 8 12. 16. 2B
TVA =15P barras con HRB =15P
parte izquierda esfuerzos a calcular parte derecha

Debemos trabajar con una de las partes de la estructura "cortada", elegimos la izquierda y para esto determinaremos su resultante izquierda:
Ri=VA-P=15P-P Ri=0,5P sentido igual a VA

y para su ubicacion aplicamos el teorema de Varignon, tomando momentos respecto del punto A:

el sentido de (P.a) es horario por lo tanto
Ri.d=P.a d=2a (Ri.d) debe ser del mismo sentido horario

Consideramos a la parte izquierda de la estructura solo con la resultante Ri, y determinaremos a las equilibrante de esta parte segun tres direcciones
6,7y 8, de acuerdo a los pasos siguientes:

1) utilizamos a la Ri, cuya direccidn vertical esta a distancia "d" a la izquierda de A, punto C.

2)  tenemos cuatro direcciones, tres de las barras 6, 7y 8 y la de Ri.

3) ados cualquiera de ellas, por ejemplo Ri con la direccién 8 la hacemos cortar en el punto C.

4) alas otras dos direcciones, 6 con 7 las hacemos cortar en el punto D.

5)  unimos C con Dy es la recta auxiliar de Culmann.

6) llevamos a Ri en escala de fuerzas para construir el poligono de fuerzas.

7) comenzamos en el punto C de concurrencia de Ri (Unica fuerza conocida), de la direccion 8 y la AC

8) hallamos las equilibrante de Ri seguln las direcciones de 8 y AC, formando el tridngulo OFG, sin darle sentidos.

9)  pasamos al punto D, en donde concurren AC con las direcciones 6y 7.
hallamos las componentes de AC segun las direcciones 6y 7, formando el triangulo FGH, sin darle sentidos.

10) ahora si daremos los sentidos a las fuerzas del poligono, como necesitamos las equilibrante de Ri segun las direcciones 6, 7 y 8, el
"circuito" del poligono de fuerzas debe ser cerrado, o sea, partimos de O hasta F, de aqui hasta H (sentido de F a H), desde H hasta G
(sentido H a G), y por ultimo desde G hasta O (sentido de G a O).

11) alos sentidos del poligono de fuerzas los trasladamos al esquema de la parte izquierda, a los nudos Dy E.

12) la magnitud de las equilibrante S6, S7 y S8 obtenidas se obtiene midiendo en el poligono en escala de fuerzas.
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AC.—="~
Corm e
ﬂ A
Ri
i d=2a a

[ .
'esguema en escala de longitud

D, S6 H, S6 —F
s7 s AC.-~"
S8 -7 Ril = P2
E M - »
G S8 e
poligono de fuerzas

en escala de fuerzas

De haber trabajado con la parte derecha hubiésemos llegado al mismo resultado a excepcion de los sentidos que serian opuestos a los que obtuvimos

y aplicados a la parte derecha.

Lo que hemos determinado son las equilibrante en los nudos, pero lo que nos interesa son los esfuerzos a que estdn sometidas las barras, para ello

veamos cOmo se transmiten las cargas:

esfuerzos equilibrantes
que actdan en los nudos
de la parte izquierda

56

57

58

esfuerzos en
las barras

P

57

—
58 —B

Re=15F

esfuerzos equilibrantes
que actuan en los nudos
de la parte derecha

asi en el esquema central, observamos que las barras estan sometidas a distintos esfuerzos:

S6. compresion

S7: traccion

S8: traccion

-COMPONENTES DE UNA FUERZA EN TRES DIRECCIONES COPLANARES METODO DE RITTER (GRAFICO - ANALITICO)

Consideremos siempre el mismo caso, de una fuerza y de tres direcciones coplanares, para hallar las componentes en esas direcciones se puede optar
por hacer el calculo utilizando tres ecuaciones de momento, es decir, la variante c) de las condiciones de equilibrio ya vistas.

Para la resolucidén asignaremos un sentido arbitrario a las componentes de F segun las direcciones Fa, Fb y Fc (incdgnitas) y tomaremos momento con
respecto a los puntos en donde se corten dos de las direcciones.

En este método todas las distancias se miden en el grafico mediante la escala de longitud.

du
dv
dt
dau
dbv
dct

distancia de la direccion de F hasta U
distancia de la direccion de F hasta V
distancia de la direccién de F hasta T
distancia de la direccién "a" hasta U
distancia de la direccién "b" hasta V

distancia de la direccion "c" hasta T

Dibujamos las ubicaciones de las direcciones a, b y ¢, con respecto a la direccién de F, siendo todas coplanares:
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d
V'
e o
v ~
sentido adoptado ™ |
sentido correcto
u

Ahora tomaremos momentos con respecto a los puntos T, Uy V.

EMu -F.du=-Fa.dau Fa=+F . du/dav positivo: el sentido adoptado es comrecto
M +F .dv= +Fb.dbv Fo=+F .dv/dbv positivo: el sentido adoptado es comecto
T -F_dr= +Fec . der Fc=-F dr/der negativo indica que el sentido comrecto es

opuesto al adoptado, y asi eliminamos el
signo negativo y Fc es +

Como queremos determinar componentes, hemos aplicado el teorema de Varignon "la suma de los momentos de fuerzas no concurrentes con
respecto a un punto es igual al momento de la resultante respecto al mismo punto”, y es precisamente lo que hemos realizado tomando momentos
respecto a puntos especiales (interseccion de dos direcciones).

-EQUILIBRANTES DE UNA FUERZA EN TRES DIRECCIONES COPLANARES Y 4DIRECCIONES PARALELAS 2 A 2: METODO DE RITTER (GRAFICO
ANALITICO)

Veamos como se resuelve este caso particular en donde la direccion de la fuerza F es paralela a una direccion "a" y las otras dos direcciones "b" y "c"
son paralelas, es decir, que tenemos dos grupos de direcciones paralelas.

sentido \/ EC sentido N [
adoptado E . ) commecto i
l Ea |h
4| Eb; 2 b
4 a
d

Tomaremos momentos con respecto a puntos determinados por la interseccion de dos direcciones y la sumatoria debe ser nula ya que necesitamos
equilibrante, que les damos un sentido arbitrario:

positivo indica que

EMu=+F d-Eb_h=0 [ Eb=+F.d/h el sentido adoptado
es correcto y

IMa=+F d-Ec.h=0 [2] Ec=+F.d/h negativo indica que &l
sentido correcto es

EMm=+F 0O+Ea.d+Ec_h=0 [3] Ea=-Ec.h/d opuesto al adoptado

y la incognita queda +

[1]y [2] observamos que |Eb| = |Ec| pero son de sentidos opuestos seglin vemos en el grafico

[2]y [3] determinamos que |Ea| = |F| pero son de sentidos opuestos seglin vemos en el grafico

Es decir que obtenemos dos cuplas de igual médulo: |F.d]| =|Ea.d]| |Eb. h| =|Ec.h|
y ademds los médulos de las cuplas son iguales: |F.d] =|Ea.d| =|Eb.h|=]Ec.h]|

Todas las distancias se miden en el grafico y las equilibrante se calculan con: [1] , [2] y [3].
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-ESFUERZOS AXILES EN TRES BARRAS DE RETICULADO METODO DE RITTER (GRAFICO ANALITICO)

Trabajaremos con la misma estructura reticulada que se utilizé en el método de Culmann.

D 56
. & 7
esfuerzos equilibrantes | NG 57
que actdan en los nudos AC. -~ - o \ h
Ce- ™ DAV I 2
esquema en escala de longitud A E~/\s8 # S
Ri=05P _ sentido comecto de S8
e d=2a . a j.a 5
|

Calcularemos los esfuerzos axiles en las barras 6, 7 y 8, para ello cortaremos a la estructura por esas barras de igual manera que la efectuada en el
método de Culmann, y trabajaremos con una de las partes, tomaremos la que queda a la izquierda con su resultante Ri.
Como tenemos tres equilibrante incégnitas S6, S7 y S8 ubicamos a los vectores y le damos un sentido arbitrario cualquiera, con S8 hacia la izquierda.

Este método consiste en tomar momentos con respecto a puntos en donde se corten dos de las direcciones de las barras cuyos esfuerzos vamos a
determinar.

Tomaremos momento respecto al punto D, en donde se cortan dos direcciones de las incognitas:

IMp=10 IMp=Ri.3a+s8 h=0
el signo negativo indica que el sentido
s8=-Ri.3a=-15P . a comrecto es opuesto al adoptado v asi
h h la incagnita queda +

ahora tomaremos momento respecto a G, donde se cortan otras dos direcciones de las incognitas:
IMe=0 IMc=Ri.4a+s6 . h=0

s6= Ri.4a= 2P _a
h h

y por ultimo como las direcciones de las dos direcciones incognitas faltantes, 6 y 8, son paralelas no se cortan en un punto determinado del plano sino
en el infinito, tomaremos momento con respecto a un punto cualquiera, por ejemplo el E:

t (la distancia de S7 al punto E) = hsen o
EMe=10 IMe=Ri.3a-56 . h+57.t=0 tga=arh —>

s7T= -Ri.%a+s6 h=-15FP.a+2PFP.a = 0,5F_.a elsigno positivo indica que el
t t t t t sentido adoptado es el comecto

Lo que nosotros hemos determinado son las equilibrante en los nudos, pero lo que nos interesa son los esfuerzos a que estan sometidas las barras,

para ello veamos como se transmiten los esfuerzos hallados a las barras (de igual manera a la razonada anteriormente en el método grafico de
Culmann):

r For
tse — . S6 S6
s7 s7 s7
— - — -—

A i S8 S8 S8 B
Va=15P TRB:'LSP
esfuerzos equilibrantes esfuerzos en esfuerzos equilibrantes
que actdan en los nudos las barras que actlan en los nudos

asi en el esquema central, observamos que las barrps estan sometidas a distintos esfuerzos:

S6. compresion S7: traccion S&: traccion
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-SISTEMA DE 2 FUERZAS PARALELAS: HALLAR LA RESULTANTE ANALITICA

Consideremos las direcciones "a" y "b" paralelas, separadas en una distancia "d", y sobre ellas actuando fuerzas de distinta magnitud y de igual
sentido.

Para este caso esquematizamos en el grafico F1 > F2, y aplicamos las ecuaciones de la estatica:

aqui las fuerzas no estan a escala

ZFx = Rx 0=Rx
TFy=Ry=R Fi1+F2=R el sentido de F. es el mismo que el de F1y F2
Mo = MR +F1.d=R . d2 d2=F1.d/R

asuvez: d=d1+d2 di=d-d2

Tenemos a la resultante en moédulo, direccion, sentido y las distancias de su direccion a las direcciones de cada fuerza.
Si hubiéramos tomado momento respecto a O', tendremos que MR =0:

Mo ' =-F1.di1+F2 d2=-F1._di+F2_(d-d1)=0 despejamos la Unica incognita di
-F1.di+F2.d-F2 . d1=0 di=F2 d/R

Para el caso de dos fuerzas paralelas y del mismo sentido, siempre la direccidn de la resultante se ubicara mas cerca de la mayor de ellas.

-SISTEMAS DE 2 FUERZAS PARALELAS: HALLAR LA RESULTANTE GRAFICA

De la expresion EMo'=-F1 . di+F2.d2=0

obtenemos +F1 . di=+F2_ d2 F1 =dz2

F2  di1

y esta relacidn nos conduce a la siguiente construccion gréfica simple, que nos permitira hallar un punto de la recta de accidn de la resultante de un
sistema de fuerzas paralelas, sean del mismo sentido u opuestos, que los pasamos a analizar.

Dos fuerzas paralelas del mismo sentido:

1) suponemos F1 > F2, los vectores deben dibujarse en escala de fuerzas y pueden estar ubicados en cualquier punto de su recta de accién.

2) llevamos sobre la recta de accidn de F1 al vector representativo de F2 (MN) y sobre la recta de accion de F2 al vector representativo de F1
(N"'M").

3)  unimos N' origen de F1 con N extremo de F2 y M origen de F2 con M' extremo de F1, dos rectas punteadas que se cortan en el punto O'".

4) este punto "O'" pertenece a la recta de accidn de la resultante que se ubica entre las direcciones de las fuerzas, y estara mas cerca de la
fuerza mayor.
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a d b
di.1.  d2
-
esquema real
F2
F1
L J
w
M. TN
F.E \\'1 ___.-"---.
esquema auxiliar g Xo) F1
1'.-"- ‘\.
N \"\.

A AN
R=F1+F2z Tm

Analicemos los tridangulos semejantes que se formaron, donde los dngulos en M es igual al de M', el de N es igual al de N', y en "O' " son iguales por
opuestos por el vértice:

MN = MN' EF2 = FE1 dz = E1 relacion antes determinada
d1 d2 d1 dz2 d F2
v haciendo d2 = d - d1 en la ultima ecuacion despejamos d1.
Dos fuerzas paralelas de sentidos opuestos:
1) losvectores |F1| > |F2| deben dibujarse en escala de fuerzas y pueden estar ubicados en cualquier punto de su recta de accion.
2)  llevamos sobre la recta de accién de F1 al vector representativo de F2 (MN) y sobre la recta de accidn de F2 al vector repres entativo de F1

(N'M').
3)  unimos N' origen de F1 con N extremo de F2 y M origen de F2 con M' extremo de F1 ( dos rectas punteadas que se cortan en el punto "O".
4)  este punto "O" pertenece a la recta de accion de la resultante y no se ubica entre las direcciones de las fuerzas, y estara del lado de la de

mayor magnitud y con su mismo sentido.
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d2
&M -
di A
d
esgquema real -
F1
r
AR
M- I
o] BN :‘“‘
T F2 F1
esquema auxiliar o
|F1] = |F2] N hhhh“—.__
Sy
R=Fi-F2 a
b

Analicemos los triangulos semejantes que se formaron, con bases MN y MN', vy en O el mismo angulo:

MN = MN Fz2=F1 dz = F1 relacion antes determinada

MI 1
dr d2 d1 dz d1 F2

Siquisiéramos calcular una de las distancias, por gj. tomamos momento con respecto al punto M en

el esquema real:
EMm=R. d1-Fz2.d=0 di=F2.d dz=d +d1

R

-RESULTANTE DE UN SISTEMA PLANO DE FUERZAS PARALELAS METODO DEL POLIGONO FUNICULAR (GRAFICO)

Para el caso de tres fuerzas coplanares, cuyas direcciones son paralelas, es decir, concurren a un punto impropio:

)
F1 [y
Fz 3
! 0
2 (polo)
Fa 4
POLIGONO LA )

FUNICULAR R POLIGONO DE FUERZAS

R en escala de fuerzas

Con las direcciones de las tres fuerzas F1, F2 y F3, determinaremos a su resultante en magnitud, direccidn, sentido y un punto por donde pasa.
Si las fuerzas tuvieran otra direccidn, como ser horizontales, el procedimiento gréfico es igual al antes descripto.

-HALLAR LA RESULTANTE DE UN SISTEMA PLANO DE FUERZAS PARALELAS METODO ANALITICO
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ATY
F1
d1 F2
) d2 J F3
T ~n
< d3
1
dr .
-
R
0] X
Fail
Plantearemos dos ecuaciones de la estatica:
TRy =R R=+F1-F2+F3 R con sentido iguala F1y F3
Mo = |R| . dr SFi di=+F1.d1-F2 d2+F3 . d3=|R|.dr
dr=+F1.d1-F2 d2+F3_d3 distancia al eje "y" de la recta de
IR accion de la resultante.
-CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE UN SISTEMA DE FUERZAS PARALELAS
+ty
M
Fi,
d' F2
-+
d'2
sy W 4 A d1
'3 . dz2
Fa 7
da
O . B i ot X
Deberdn ser nulas la resultante de las fuerzas y del momento: R=0 M=0
y ademas deberan cumplirse una de las siguientes condiciones:
1)  una ecuacion de proyeccion y otra de momento, sean ambas nulas
ZFx=0 F1-F2+F3=0
IMe=10 F1.d1-Fg.d2+F3 . d3a=0

2)  dos ecuaciones de momento respecto a dos puntos no contenidos en una misma paralela a las direcciones de las fuerzas, sean nulas

TMa=10 Fi.di-F2 . d2-F3 d3=0 d1' - distancia desde la direccion 1 hasta A
TMe=10 Fi.d1-F2 . d2z+F3 da=0

Si alguna de estas cuatro ecuaciones tiene un valor distinto de cero, el sistema no esta en equilibrio, estd sometido a un esfuerzo resultante 6 a una
cupla.

-CENTRO DE FUERZAS PARALELAS

Consideremos un cuerpo rigido con dos fuerzas paralelas F1y F2, aplicadas en los puntos Ay B respectivamente.
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Su resultante serd igual a la suma algebraica de las fuerzas, con los signos que correspondan:

R=F1+F2
esta resultante es paralela a las componentes y las distancias debera cumplir lo ya visto:

Fi=d2 [1]
F2 d1

La recta de accion de la resultante corta a la recta AB en el punto "O" por donde pasa R.

Si se giran las fuerzas un angulo a alrededor de sus puntos de aplicacion, la resultante también girard el mismo angulo alrededor del punto O, y
quedaron definidos dos tridngulos rectangulos semejantes AMO y BNO en los que se verifica:

A0 = BO es o mismo que a1 = d2 y resulta comparando con [1]
MO NO m1  m2

m2 = d2 = Fi
mi_ di F2

como gira alrededor de "O", a este punto se lo denomina centro de fuerzas paralelas, y es el punto sobre el cual gira R, cuando las fuerzas giran sobre
sus puntos de aplicacion Ay B, todos giran el mismo angulo a.

Este concepto se extiende a mas de dos fuerzas.

La resolucidon mas simple para determinar la resultante es mediante el método del poligono funicular.

-BARICENTROS O CENTROS DE GRAVEDAD

Definimos como baricentro 6 centro de gravedad de una figura plana al punto en donde pueda concentrarse toda el area, y cuyo momento estatico
(4rea por distancia) con respecto a un punto es igual a la sumatoria de los momentos estaticos de todas las areas elementales respecto al mismo
punto.
Todas las areas se consideran de signo positivo y a cada una de ellas le asignamos un vector, cuya magnitud (valor) es la del area que representay
para determinar los baricentros aplicaremos el concepto del centro de fuerzas paralelas que hemos visto.
Aplicaremos la definicidn a algunas figuras:

1) toda figura con dos ejes de simetria, el punto de interseccidn de éstos es el baricentro.

2)  toda figura con unsolo eje de simetria, el baricentro se encuentra en un punto de éste.

3)  toda figura sin eje de simetria, el baricentro no queda ubicado.

La sumatoria de todas las dreas elementales es igual al érea total de la seccion:

-BARICENTRO DE UN RECTANGULO

; b N i dxt dx2 .
_______ i ! ! | !
O da1 daz O Tdm duT B das
a Gl +.X 1 X dyT GL A + X
d
O das das O 1,& AT das
+y \L+ y +y
esquema 1 esquema 2 esquema 3

Esquema 1: consideremos los ejes coordenados "x" e "y" y observamos que a cada elemento
de drea dA le corresponde uno simétrico:
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segun eje y: dat € da2 das €= das
segun eje x: dat) € da3 daz €= das

el subindice numeérico solo indica la posicidon de cada elemento diferencial de area
dA =dAl = dA2 =dA3 =dA4

Esquema 2: analicemos la simetria con respecto al eje y, a cada area elemental la representamos por un vector paralelo al eje "y", de valor dA, y por
la simetria de la seccién, a cada dA le corresponde uno simétrico, tomamos momento con respecto a un punto del eje "y":
dMy 12=dA1.(-dx) +dA2.dx=0 My=%dA;.dxi=A.0=0

Esquema 3: ahora analicemos la simetria con respecto al eje x, a cada 4rea elemental la representamos por un vector paralelo al eje "x", de valor dA,

y por la simetria de la seccién, a cada dA le corresponde uno simétrico, tomamos momento con respecto a un punto del eje "x":
dMx 13=dA1.(-dy)+dA3.dy=0 Mx=3%dAi.dyi=A.0=0
De esta manera hemos determinado que el punto de interseccidn de las direcciones, vertical y horizontal, de los vectores A, que son coincidentes con
los ejes de simetria de la seccion y también con el origen de coordenados, es el baricentro G.
Aclaracion practica diremos que el baricentro de una figura geométrica plana (podra ser materializada con
con cartén, madera, chapa metdlica, etc.) es un punto tal que si ponemos debajo un pivote 6 una punta a modo de apoyo, el elemento se mantiene

en equilibrioy no se cae.

-BARICENTRO DE UN CUADRADO
El planteo es idéntico al de la figura rectangular, con la salvedad de que a = b.

-BARICENTRO DE FIGURA EN FORMA DE L

+y ty

dy

+ ¥ DdeE + ¥

YA
esquema 1 esquema 2 esquema 3

Esquema 1: subdividimos esta figura en formas conocidas, en este caso en rectangulos, y a cada uno le signamos un vector con los valores del area
que representa, aplicados en los baricentros de cada uno, identificados con G1y G2.

Al=a.b A2=a"'.b' A=Al+A2
Trazamos a los ejes coordenados de manera que toda la figura quede en un solo cuadrante (para evitar problemas de signos), ubicamos a los vectores
en posicion horizontal y con el mismo sentido, y asi determinaremos la distancia "dy" de la resultante al eje x, para lo cual tomaremos momento
respecto al punto "O" origen de las coordenadas (puede ser cualquier punto arbitrario)

Mo=Al.(a'+a/2)+A2.a'/2=A.dy - dy

Esquema 2: con los mismos ejes coordenados trazados anteriormente, ubicamos a los vectores en posicion vertical y con el mismo sentido, y asi
determinaremos la distancia "dx" de la resultante al eje y, para lo cual tomaremos momento respecto al punto "O"

Mo=A1.b/2+A2.b'/2=A.dx - dx

Esquema 3: el punto de interseccion de las direcciones de ambas resultantes A, horizontal y vertical, es el baricentro 6 centro de gravedad G, que a su
vez debe estar alineado con los dos baricentros parciales G1y G2.

También puede determinarse el baricentro G graficamente, hallando el punto de interseccidn de las direcciones de las resultantes en dos direcciones
perpendiculares, como hemos visto anteriormente, por ejemplo mediante el poligono funicular para vectores verticales y luego otro para vectores

horizontales, y el punto donde se corten las resultantes es el centro de gravedad de la figura.

-BARICENTRO DE FIGURA DE FORMA DE ESCALON
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+ YA

M
d1y
) T A
d2y
dy
d3y
W W s
O -~
&ix
: d2x >
£ d3x 5

Subdividimos a la figura en determinados rectangulos, por ejemplo la adoptada, ubiquemos a los centros de gravedad de cada uno de ellos y
determinemos el baricentro del conjunto, y a cada rectangulo le asignamos un vector cuyo maédulo es el valor de su dreay aplicado en su baricentro.

Para la resolucion analitica, primero consideramos a todos los vectores paralelos al eje "y" con el mismo sentido, hallaremos su resultante A:
A=3Ai=Al+A2+A3

y mediante ecuacion de momento y la distancia "dx" de su recta de accidn al eje "y":

Mo =A1.dlx+A2.d2x +A3.d3x=|A| .dx

dx = A1 dix+A2 d2x+A3 d3x
Al

Ahora giramos a todos los vectores 90° en el mismo sentido, quedando paralelos al eje "x", su resultante A es la misma hallada antes y
determinaremos la distancia "dy" de su recta de accidn a este eje "x".

Mo =Al.dly +A2.d2y +A3.d3y=|A| .dy

dy= Al _dly+A2 d2y+A3 d3y
fal

La interseccion de las direcciones de ambas resultantes ortogonales determina un punto, que es el baricentro G de toda la figura.
También puede determinarse el baricentro G graficamente, hallando el punto de interseccion de las direcciones de las resultantes en dos direcciones

perpendiculares, como hemos visto anteriormente, por ejemplo mediante el poligono funicular para vectores verticales y luego otro para vectores
horizontales, siempre con el mismo sentido.

-BARICENTRO DE UN TRIANGULO

Prof.: Vianna Orlando Javier Pagina 34



ESTRUCTURAT - EPETN°16

by
______+ O
¥
YG=23h
h dA ___E_Ey
A G,
¥'G =113 h
B B c
b
esquema 1 esquema 2 esquema 3 V+y

Esquema 1: consideramos una faja de espesor dh, paralela a la base BC, el baricentro se encuentra en Gi, que es el centro geométrico de la figura de
la faja y esta ubicado sobre la mediana OM, o sea que BM = MC y todas las paralelas con extremos en BO y OC, tales como bl = b2, por lo tanto a
cada lado de la mediana tendremos un area d'A = bl . dh =b2 . dh, con resultante dA = 2 d'A, y vectores representativos paralelos a la mediana OM.

Esquema 2: si repitiéramos el mismo razonamiento para infinitas fajas paralelas a la anterior, concluimos que los baricentros de cada una de ellas
estaran equidistantes de los lados OB y OC, o sea, que para cada faja tendriamos iguales areas d'A a cada lado de la mediana, siendo dA la resultante
de ambas d'A, con vectores paralelos a la mediana OM.
Como la direccion de la mediana contiene a los vectores que representan a cada drea parcial, la resultante de todas ellas también estara sobre la
mediana, pero como los triangulos tienen tres medianas se concluye que en la interseccidén de éstas se encuentra el punto G denominado centro de
gravedad 6 baricentro.
Los puntos de interseccion de las medianas con los lados del triangulo M, M'y M" son sus puntos medios, y es:

BM = MC OM'=M'B OoM" =M"C

Esquema 3: determinaremos la posicidn del baricentro en forma analitica, para ello consideraremos una faja elemental paralela al lado BC y de altura
dy que tiene un area diferencial dA = dy . by, y por relacidn de tridangulos semejantes se tiene:

by =y —> by=Db.y
b h

v el area total es: A =Zda = b.h
2

Tomaremos momento de esta drea elemental respecto del punto "O", y haremos la sumatoria para toda el drea del tridngulo integrando entre Oy h:

TMo=/da.y= | byday.y = | by dy = b | yvdy = bh? [1]
h h 3
v el momento de la resultante es:
TMo =A.ys = b.h ys [2]

2
por el teorema de Varignon: el momento de la resultante es igual a la suma de los momentos de las
componentes, entonces haciendo

[11=1[2] bhys = bh? ye = 2 h
2 3 3
Entonces se deduce que: ye=h - ye yve = h
3

Wemos que el baricentro se encuentra a 2/3 de la altura medida desde el vértice (yva)l v a 1/3 de la
base (yc).
Esta deduccién que hemos realizado es aplicable para cuaquier posicién del triangulo.
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-BARICENTRO DE UN TRAPECIO

A las figuras de forma distinta a las que hemos visto, lo que haremos es subdividirla en figuras simples que ya conocemos la posicidn del baricentro.

Veamos el caso de un trapecio que lo podemos subdividir de distintas formas:

.-"\+WJ|"

b
+X
Al=h.(a-b) A2=h.b Al=h.a A2=h.b
A:mnjzh_gﬂl A':A'12+A'2:h.(u1 ’
considerando las compo2nentes de los dos casos, tomaremaos momentos respecto al pinto O:
TMo=A1 h +A2 h =h% (a+ 2b) TMo=a1 h + A2 2h = h*(a+2b)
3 2 6 3 3 6

en las subdivisiones que hicimos para ambos casos, el area total y la suma de los momentos de las
componentes tiene el mismo valor, y el momento de la resultante para ambos casos es:

Mo=A _dx=h_({a+b). dx
2
aplicaremos el teorema de Varignon, para ello igualaremos a las dos ultimas ecuaciones:

h.(a+b).d« = h*. (a+ 2b) d« = h (a+2b)
2 6 3

asi hemos hallado la distancia "dx" de la direccidn de la resultante tomada desde el mayor de los lados paralelos, es decir de "a".

Ahora hallaremos la ubicacion de la direccidn de la resultante horizontal, para ello colocaremos a los vectores representativos de las areas en posicion
horizontal y del mismo sentido y tomaremos momentos de las componentes con respecto al punto "O", en una de las figuras subdividida:

+y

A 4

EMo=A1 [(b+{a-b)]+ A2 b [n momentos de las componentes
3 2

Mo=A.dy=h.(a+b).dy [2] momento de la resultante
2

aplicaremos el teorema de Varignon, para ello igualaremos a las dos ultimas ecuaciones [1] y [2]:
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h (a+b) dy=a1_[(b+i{a-b)] + A2.b —_— dy=5bh-ab-a*
2 3 2 3(a+b)

De las distancias halladas, "dy" es dificil de recordar, y en realidad no la vamos a utilizar, en cambio la distancia "dx" si puede ser utilizada y su
formula es facil de recordar.

En la interseccién de las direcciones de las resultantes, vertical y horizontal, se encuentra el centro de gravedad G del trapecio que debe estar
alineado con los baricentros parciales G1y G2.

-BARICENTROS DE FIGURAS CON AGUJEROS (VACIOS)

Para los casos de figuras con uno ¢ mas agujeros, deberdn seguirse los pasos siguientes:

1) considerar a toda la superficie llena (como si no tuviera agujeros)

2)  asignar un vector con el méodulo de la superficie toda llena y aplicado en su baricentro

3) alos espacios vacios también se les asignan vectores cuyo médulo es su superficie.

4) los sentidos de los vectores lleno - vacio siempre deben ser opuestos

5)  Los procedimientos tanto analiticos como graficos son idénticos a lo anteriormente desarrollado.

EJEMPLO: consideremos una figura rectangular con un agujero circular de radio "r":

b !
Q I +X
‘\H"m. ,//
dy'I h“'“"-_‘\ /_f"‘ dy
I - A
~ [ h
a dyz AP Gl, N * A1
)/, M“‘-"'\-\.
- ‘J:—';, “‘Hl""a.
- A1 “"'H.
L i
I i
<9 i
dxi |
dx
A
A4
+y
Calculamos las areas:
Al =a.b (rectangulo lleno) A2 =1t r? (circulo vacio) A=a.b-mr?(real)

Recordemos que el baricentro G de la figura real deberd estar alineado con los centros de gravedad parciales G1y G2.
Considerando solo las direcciones de Al y A2 en posicion vertical, determinaremos la distancia "dx" de la direccion de la res ultante vertical al eje "y",
tomando momentos con respecto al punto "O":

A.dx=A1.b/2-A2.(c+r) - dx
Ahora teniendo en cuenta solo las direcciones de A1 y A2 en posicion horizontal, determinaremos
la distancia "dy" de la direccion de la resultante horizontal al eje "x", tomando momentos con
respecto al punto O:

A.dy=Al1.a/2-A2.(a-r) - dy

La interseccidn de estas direcciones de las resultantes a distancias "dx" y "dy" de los ejes coordenados determina un punto G, que es el baricentro ¢
centro de gravedad de la figura real.
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Momento de inercia en secciones planas

Muchas veces no encontramos con vigas o ejes que sometidos a determinadas cargas se deforman motivando el giro de sus secciones
transversales alrededor de un eje, (tal como es el caso de una viga flexionada) o alrededor de un punto (torsidnada).

Vamos entonces a definir como momento de inercia de la seccién transversal a la caracteristica técnica de la misma que nos da una idea
de la mayor o menor resistencia que opone la seccién a girar alrededor de un eje.
Para una superficie cualquiera, seria de la siguiente manera:

Ixx 6lIxx=y2.A
De esta definicion surge que el momento de inercia depende del eje considerado y de la forma y dimensiones de la seccién. Podemos

observar ademas que se necesita el célculo integral pero al igual que lo que hemos expresado en el caso de baricentro, aca también
podemos decir que existen tablas y manuales que nos permiten obtener los momentos de inercia respecto de los ejes baricéntricos para

distintas secciones simples.

Analicemos una viga simplemente apoyada en sus extremos y consideremos que se resuelve con la misma seccion rectangular pero
colocada en dos posiciones diferentes:

La inersia respecto a los ejes barientricos sera:

Jxx 6 Ixx = (b x h3)/12 Jyy 6 lyy = (b x h3)/12
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1'-'..:
b
k

Si en ambas posiciones actla la misma carga vemos que en el segundo caso es mayor la oposicién al giro ya que el momento de inercia
es mucho mayor pese a ser la misma seccion.

Dado que el momento de inercia de una superficie es una medida de la resistencia al giro que es capaz de oponer la seccién, podemos
decir que si se trata de una seccién compuesta, el momento de inercia esta determinado por la suma algebraica de los momentos de
inercia de las superficies que la componen, respecto del eje de giro. Como los momentos de inercia de las secciones simples que vienen
expresados en los distintos manuales se refieren a los ejes baricéntricos surge la necesidad de calcular el momento de inercia de una
superficie respecto a distintos ejes paralelos a los ejes baricéntricos.

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos:
“El momento de inercia, de una superficie plana respecto de un eje paralelo a un eje baricéntrico es igual al momento de inercia de la

superficie respecto de ese eje baricéntrico mas el producto del rea de la figura por el cuadrado de la distancia que separa a ambos
ejes”.

Para demostrar este teorema debemos recurrir al célculo de integrales, y a los fines de esta asignatura esto no es necesario, con lo cual
solo se dara la formula final.

Ixx = Ixx + A x h2
Momento estatico de una seccion:
De la misma manera que el momento de Inercia, el momento estatico es una caracteristica geométrica de la seccion referida a un eje. Si

tomamos como referencia el eje baricéntrico, podemos expresarlo como el producto entre el area de uno de los sectores en los queda
subdividida la pieza por la distancia entre el baricentro de dicha area y el centro de gravedad de toda la seccion.

Sxx=Axd
Momento o Modulo resistente de una seccion:
Siguiendo con las caracteristicas de las secciones podemos definir el Momento o Médulo Resistente como la razén de la Inercia de una
seccion respecto al Eje baricéntrico y la distancia de dicho eje a las fibras méas alejadas de la seccién. Se lo denomina como Wnn,

siendo:

Wxx = Ixx / Ymax para el eje X-X baricéntrico
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Wyy = lyy / xmax para el eje Y-Y baricéntrico
Si analizamos una seccion rectangular, considerando que su Inercia respecto al eje X-X es:
Ixx = (b x h3)/12
y teniendo en cuenta la definicién de Médulo Resistente y que el Ymax =h/2:
Wyy = ((b x h3)/12) / (h / 2) con lo que resulta simplificando la ecuacion:

Wyy = (b x h2)/6

EJEMPLO 1: Calcularemos para una seccion rectangular el momento de inercia "J" y el médulo

resistente "W" con respecto al eje baricéntrico "z".

A ty
dA ¥ dy
h G -
+z
b
Ciatos: b amcho Incognitas: J&  momento de inercia respecto de 2
h aio Wz modulo resistente respecto de z

Tomemos un dierencial de area; oA =b . dy
e ntegramos entre ios limites de "y gue van de - B2 a + hiZ, y cbtenemos:
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ey
k= | §F an = B y.dy k= b.hH
a 12
y el modulo resistente:
b_h
Wz = k= 12 Wz= b.KH
2
EJEMPLO 2 Calcularemos para una seccion rectangular e moments de merca “J" v el modulo
resistante "W con respecto al eje bancentrico .
T
o4
h g || g+ 2
A |
-34&
Ciatos: b amcho Incognitas:  Jy  momento de nercia respecto del e y
h  ato Wy  modulo resistente respecio del eis y

El razonamiento &5 anglogo al def ejemplo anterior.

Tomemos wn dferencial de area’ oA =h. a2
& mbegramos entre ios limites de "2” que van de - b2 3 + biZ, y obtenamos:

dy = [ £ an = h | #. .« dv= h.b*
A

y el modulo resistente

Wy = J =
¥
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gl
EJEMPLO 3: Calcularemos para una seccion cecsar & momento de inencia “J” y & modulo
resistents "W con respecto a eies bancentricos, y el momento de inercia polar con
respscto al barcentno
-
¥
@ +Z
O >
L
Diatos: o diametro Incognitas:  J& momento de inercia respecto de z

& momento de inercia respecio de y
Je  momento de inercia polar

Wz madulo resistente respecto de z
Wy  modulo resistente respecto de y

Tomemos un area semental de la seccion croular y calculemos kos momentos de necia respecto 3
gjes bancentnoos:

Diestacamos que por |a simetria de la seccion crrcular, los momentos de inercia respecto a cuabquier
diametro son iguales:
== 1y [11

El momento de mercia polar esta dado por |a sumatoria de los productos de todas las areas
elementales por & cuadrado de sus distancias al bancentro.

Por medio de las coordenadas obtenemos I3 relscion entre los momentos de inercia:

Jo= [ rfax = | [¥+F) oa
- el

L o= B+t | ypor [1] resulta:

[E=5=5] 2]
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Ahora procederemos a calcular el momento de inercia polar, v para ello consideremos & area
elermental "as” formada por un and@io circular cenfrado 3 distancis 71" del baricentro v de espesor “de”,
W e

gh = 2 =1 odr producto de la lengiud de la circunferencia por el espesor “dr’

b= [ Foen = [ F2zrd =2z | rdr
A
integramos ¥ donde los lim#es de " varian entre Oy oz

b = =D y teniendo en cuenta ka deduccion [2]

=k= =oD 0 esta elevado a k3 cuarta potencia
b 2

y para obtener kos modulos resistentes haremos e cociente de este ultimo valor por la distancia a ks
fibra mas alejada del eje neutro de I3 seccion, que en este Cas0 es o

= D
Wz =Wy = ! Wiz = Wiy = = O
. 32

EJEMPLO 4. Calcularemos para una seccion rectangular hueca el momento de inercia "J" el
modulo resistente "W con respecto al eie bariceninico 2.

pey
H h _Gf T
i
Ih-l 1]
b -
B
Datos: & ancho mtemo Incognitas: ke
B ancho extermo Wz
h s miema
H altera extemna

Crado 3 gque las secciones extema e inlema ss encueniran dispuesizs de forma t3 gue los gjes de

simetria y sus bancentros son concidentes, enfonces podemos realzar e caloulo considerando i
seccion toda Bena vy le restamos b3 vacia:

= BH -b.K
12 12

We= & HZ &5 (3 distancia 3 |z fibra mas slejads ded gje z
Hi2
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EJEMPLD 5. Calcularemos para una seccion rectangular hueca el momente de merca " yel
modulic resistents "W con respecto al e baricéntrico Y

hty
L3 _.?.___
H h 8 e, -
W =
4]
B
o5. b ancho memo bcognitas:  Jy
B ancho externo Wiy
h atua intema
H A extema

Siguendo &f criterio mencionado en & ejercicio anterior, calcularemos como seccion lena yie
restamos ka vacia:

Jy= H.B* - h.b
Ve | b

Wy = Jy B2 es la distancia a |3 fiba mas alejada de ey
B2

EJEMPLO B:  Calculanemos para una seccion croular hueca & momento de inercia " y & modulo
resistenite "W con respecto al eje baricenirico "y

1Y
=3
D D 7 +z
’ >
b S € = De-Di
05 D diametro extermo Inoognitas:  Je=Jy

o diametro ntermo Jo
a=-DeD  relacion de diametros

e ==t

Con el mismo criterio del efercicio 4, ya que los ejes bariceéntricos. son coincidentes, calculamos
como la seccion llena y ke restamos |a vacia

Jo = & De - = DO = wmoDet {1-{DvDer)
32 32 32
£=Jy=Jo = mDe {1-(DiDer}
2 g4
Wz=Wy= 2 = =mpe” {1-{ouDer}
Der2 32
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Momento de Inercia Polar:

o

También podemos formular esta cantidad para dA con respecto al “polo” O o eje z, . A éste se le llama momento de inercia polar.
Se define como Jo= r? .dA, donde r es la distancia perpendicular desde el polo (eje z) hasta el elemento dA. Para toda el area, el
momento de inercia polar es

I / rPdA =1, + 1,
A

Teorema de los ejes paralelos para un area

El teorema de los ejes paralelos puede usarse para determinar el momento de inercia de un area con respecto a cualquier eje que sea
paralelo a un eje que pasa a través de su centroide y del cual se conozca el momento de inercia. Para desarrollar este teorema,
consideraremos determinar

el momento de inercia del area sombreada que se muestra en la figura con respecto al eje x. Para iniciar, elegimos un elemento
diferencial dA que esta ubicado a una distancia arbitraria y” del eje baricentrico x". Si la distancia entre los ejes paralelos x y x” se define
como dy, entonces el momento de inercia de dA con respecto al eje x es Ix = (y _ dy)? dA. Paratoda el érea,

o

.
L
Il

/(y" +d,) dA

A

/y’2 1A + 2(1}]})’ dA + d%/dA
A “JA “Ja

Por lo tanto:
2
I,=1,+ Ad}
L=T, + Ad’
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Radio de giro de un area

El radio de giro de un area con respecto a un eje tiene unidades de longitud y es una cantidad que se usa a menudo en mecanica
estructural para el disefio de columnas. Si se conocen las areas y los momentos de inercia, los radios de giro se determinan a partir de
las férmulas

I
k. = _x
* A
ky =
Jo
ko =
0 A

Producto de inercia para un area:

En la siguiente seccién se mostrara que la propiedad de un area, llamada el producto de inercia, es necesaria a fin de determinar los
momentos de inercia maximo y minimo para el area. Estos valores maximo y minimo son propiedades importantes necesarias para
disefar elementos estructurales y mecanicos como vigas, columnas y flechas.

El producto de inercia del area de la figura 10-10 con respecto a los ejes x y y se define como

VvV

Iy = [ xydA
E A

Momentos de inercia para un area con respecto a ejes inclinados:
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En el disefo estructural y mecanico, a veces es necesario calcular los momentos y el producto de inercia de I, I, e l,, para un area con
respecto a un conjunto de ejes inclinados u'y v cuando se conocen los valores para e, I, I, e I, Para hacer esto usaremos ecuaciones
de transformacion,

las cuales relacionan las coordenadas (x, y ) y (u, v.)
Estas ecuaciones son:

u=xcosh + ysenb
v=ycosf —xsenb
Con estas ecuaciones, los momentos y el producto de inercia de dA con respecto a los ejes uy v se convierten
dl, = v"dA = (ycos@ — xsenf)*dA
dl, = u*dA = (xcos# + ysen 9)2|dA
dl,, = uvdA = (xcosf + ysenf)(ycosd — xsenb)dA

Al desarrollar cada expresion e integrarlas y simplificando identidades trigonométricas, obtenemos:

by i,  de il

I, = - —+ 5 —cos 260 — I, sen 20
Iy + iy dp—E

I, = - —i— = —cos 20 + I,,sen 20
L0

I, = f’sen 20+ I, cos 260

Observe que si se suman la primera y la segunda ecuaciones, podemos mostrar que el momento de inercia polar con respecto al eje z
que pasa a través del punto O es, como se esperaba, independiente de la orientacién de los ejes uy v; es decir,

Jo=1,+1,=1I,+]1,

Momentos de inercia principales.

Las ecuaciones anteriores muestran que I, I, e I,, dependen del dngulo de inclinacién e de los

ejes u, v. Ahora determinaremos la orientaciéon de esos ejes con respecto a los cuales los momentos de inercia del area son maximo y
minimo.

Este sistema particular de ejes se llama egjes principales del area, y los momentos de inercia correspondientes con respecto a esos ejes
se llaman momentos de inercia principales. En general, hay un conjunto de ejes principales para cada origen O elegido. Sin embargo,
para el disefio estructural y mecénico, el origen O se ubica en el centro de gravedad o baricentro del area.

El &ngulo que define la orientacién de los ejes principales puede encontrarse al diferenciar la primera de las ecuaciones con respecto a e
y establecer el resultado igual a cero. De modo que,
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dl, _ -7(["_1'”) 20 — 21,,c0520 = 0
do 2 > sen 2 v COs 20 =

Por tanto, en # = Hp_

_I_rv
tan20, = ————
7 (11 _ I‘,)/Z
‘{\ = "_\-
e
_ 26,
‘r_r_r |
-"ll 29pl _I.n'
/ 4 X
e !
-H“-uﬁ..j'l
‘r.r . "’1' |I !
G N —

s
JU z %%

Las dos raices, ep1 y ep2 de esta ecuacion estan separadas en 90° y especifican la inclinacién de los ejes principales. Para sustituirlos en
la ecuacion anterior, debemos encontrar primero el seno y el coseno de 2 epi1 y 2 ep2. Esto puede hacerse mediante los tridngulos de la
figura, que se basan en la ecuacion anterior.

Si sustituimos cada una de las relaciones de seno y coseno en la primera o la segunda de las ecuaciones anteriores y simplificamos,
obtenemos

Circulo de Mohr para momentos de inercia:

Las ecuaciones anteriores tienen una solucién gréfica que, por lo general, es facil de usar y recordar. Al elevar al cuadrado la primera y
latercera de las ecuaciones y sumarlas, se encuentra que
I r - Iv

I, +1,\2 .= 1,

2 2
fu - 5 T Ly — - + l_r_v

Aqui, Ix, ly e Ixy son constantes conocidas. Asi, la ecuacion anterior puede escribirse en forma compacta como

¥
i i

(Iu =+ a)Q T Lyw — R2

Cuando esta ecuacién se grafica sobre un sistema de ejes que representan los respectivos momento de inercia y producto de inercia, la

gréfica resultante representa un circulo de radio
I -2
R= 3| —5—|+i3,
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con su centro ubicado en el punto (a, 0), donde a _ (Ix _ ly)/2. El circulo construido de esta manera se llama circulo de Mohr, en honor
del ingeniero aleman Otto Mohr (1835-1918).

I — 1 x
¥ = ‘,.t_u R= % 2 x G
I —\\4|-—
€ — Eje para el menor
momento de inercia 20,
principal, [, ]\, !' xy
d I
P ,' *
/)%, el
I +1
f u
Eje para el mayor momento 2 ]
de inercia principal, I, dx

Chapa:
Es un sistema plano de puntos materiales, que pueden recibir carga en su plano (no perpendicular
al mismo), también se lo puede llamar cuerpo rigido plano.

Vinculo:
Es toda condicién geométrica que limite la posibilidad de movimiento de un cuerpo.

Biela:

Es una barra con articulaciones en sus extremos que provee de vinculacién:
a) externade unachapa atierra
b) interna entre chapas
c)  entre barras formando reticulados

Consideremos un sistema de coordenadas (x,y) fijo (inmovil) y sobre éste un cuerpo rigido plano 6
chapa que pueda desplazarse, y asi tendremos tres movimientos posibles:

a) desplazamiento vertical $ b) desplazamiento horizontal <= c) giro
y y y 1
A"LX AL XA
YA

Ca A C A
[1] <> i D «—> > [4] cuerpofuo

(inmaovily

Prof.: Vianna Orlando Javier Pagina 49



ESTRUCTURAT - EPETN°16

En estos cuatro casos, debajo de las abcisas se indican los movimientos posibles de cada chapa:

la chapa puede tener tres movimientos: desplazamiento horizontal, vertical y giro.

fijando una coordenada ya, la chapa tiene dos movimientos: desplazamiento horizontal y giro.
fijando dos coordenadas xa , ya, la chapa tiene un solo movimiento: giro (alrededor del polo A).
fijando tres coordenadas xa , ya, ys, la chapa esta fija (si no hay vinculacion aparente).

Cuando decimos que fijamos la cordenada ya, el efecto es como si fuera una biela anclada en A', y
cuando fijamos la coordenada xa es como una biela anclada en A".

A los movimientos posibles (numeros de coordenadas libres) se lo define como grados de libertad

de una chapa: en el primer caso tiene tres grados de libertad, en el segundo dos, en el tercero uno

y en el cuarto el cuerpo esta fijo (no posee ninguin grado de libertad).

En el plano una chapa tiene tres grados de libertad y en el espacio un cuerpo rigido tiene seis grados
de libertad.

Vemos los siguientes esquemas: fijando un punto A de una chapa mediante dos bielas concurrentes
(no paralelas) a y b que lo vinculan a tierra, la chapa solo puede girar alrededor del punto fijo A (polo)
y si ahora agregamos una tercer biela ¢ (no concurrente al punto A) que vincule a la chapa por medio
del punto B a tierra, entonces logramos que el cuerpo plano quede inmavil.

Es decir, la chapa qued? fija solo con tres bielas no concurrentes a un mismo punto.

b

Vinculacion ficticia o aparente de una chapa:

A pesar de tener tres bielas y la chapa tres grados de libertad, la chapa gira alrededor de O, ya que
tiene una vinculacién aparente 6 ficticia, pués las tres bielas concurrren a punto "O" (polo).

Una biela solo trabaja en la direccion de su eje, es decir, que solo transmite esfuerzo axil.

Rotacion infinitésima de una chapa:
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Consideremos una chapa con un punto fijo "O" (polo), permite una rotacion alrededor del polo.

Un punto A de la chapa describira un arco de circunferencia con centro en "O" y se ubcara en A, y el
vector AA' define la direccion, intensidad y sentido del desplazamiento del punto A.

A medida que el angulo o va disminuyendo hasta llegar a ser un infinitésimo da, el vector AA' se

confunde con el arco y con la tangente AA" que es perpendicular a la distancia al polo OA.

b".
fo)e!

/

Hemos visto que al dar una rotacion infinitesimal do, el desplazamiento de cada punto debe ser
infinitésimo v la direccion considerada es la de la tangente, normal a su distancia al polo.

Desplazamiento infinitesimal de puntos de una chapa:

recordemos que el angulo du es infinitésimo
pero lo dibujamos excesivamente muy ampliado
para poder visualizar

Asi con la chapa rotando un angulo da, todos los puntos de la chapa rotaran el mismo angulo y el
desplazamiento de cada punto es proporcional a su distancia al polo:

tgdoa ~ do = aAA = BB
AO BO

Observamos que por los desplazamientos de los puntos A y B, se formaron triangulos rectangulos
semejantes OAA' y OBB' y de ahi las proporciones anteriores.

Resumiendo: estamos estudiando movimientos (angulos y desplazamientos) infinitesimales, por 1o
tanto, cada punto perteneciente a una chapa que puede rotar, se mueve perpendicular a su distancia
al polo y sus desplazamientos describiran el mismo angulo.

Vinculacion ficticia o aparente de una chapa con polo virtual:

En el caso anterior el polo es el punto "O" de concurrencia de dos bielas, es un punto fisico, pero
puede suceder que las bielas no sean concurrentes en un punto fisico, pero sus direcciones
determinan un punto comun O' que es el centro de rotacion o polo virtual.

Vinculacion ficticia o aparente de una chapa con polo impropio:
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En este caso las tres bielas concurren a un punto impropio O" (polo), por lo tanto la vinculacién es
aparente, y el movimiento de cada punto de la chapa es una rotacion alrededor del polo, lo que para
este caso especial es un desplazamiento igual en cada punto, 6 sea, una traslacion perpendicular a
su distancia al polo.

polo en el infinito

Vinculos externos equivalentes a bielas:

En punteado se indican las direcciones de las reacciones de vinculos con sus sentidos posibles.

1) apoyo simple 6 mévil ;& dy=0 desplazamiento vertical nulo
0 de primera especie dx#0 permite desplazamiento horizontal
implica fijar una coordenada $ ’v[‘ giro#0 permite giro
2) apoyo doble H_&_ 6
0 de segunda especie
implica fijar un punto $ lZ‘ N dy=0 desplazamiento vertical nulo
dx =0 permite desplaz. horizontal

giro # 0 permite giro
es equivalente a ﬁ <>
dos apoyos simples

Por la vinculacion de las chapas podemos estar en presencia de:

Estructura Isostatica:
Son las que el nimero de grados de libertad que restringen los vinculos es igual al nimero de grados de libertad de las chapas.

Estructura hipostatica:
Son las que el nimero de grados de libertad que restringen los vinculos es menor al nimero de
grados de libertad de las chapas. Resolucién imposible, pues faltan vinculos para su isostaticidad.

Estructura hiperestaticas:

Son las que el nimero de grados de libertad que restringen los vinculos es mayor al nimero de
grados de libertad de las chapas. Es un sistema indeterminado, pues tiene infinitas soluciones, pero
puede ser resuelto por medio de ecuaciones adicionales aplicando deformaciones que lo veremos
mas adelante.
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Veamos algunos ejemplos:

estructura isostatica estructura hipostatica estructura hiperestatica

numero de restricciones es igual numero de restricciones es menor numero de restricciones es mayor
al numero de grados de libertad al nimero de grados de libertad al numero de grados de libertad
tenemos 3 incognitas y tenemos 2 incégnitas y tenemos mas incognitas que

3 ecuaciones de la estatica, 3 ecuaciones de la estatica ecuaciones de la estatica

no hay vinculacién aparente falta un vinculo para ser isostatica sobran vinculos

Vinculos externos:
Vinculos externos en el plano, caso general

DIAGRAMA DL
CUERPQ LERE

(DESPECE)

CUERPO RIGDO
FIO NFINTO

<>

¥,

UNIDADES DE VINCULACION POSELES RESTRICCIONES \‘
O UNDADES CE VINCULACON
AN EXTERNAS \

YINCY

Los vinculos restringen el movimiento de un cuerpo respecto del sistema tierra, estos vinculos se denominan externos.

Vinculos externos de primera especie:
Son vinculos que poseen un grado de restriccion, es decir afiaden una unidad de restriccion al sistema, tambien es conocido como apoyo simple, el
cual puede representarse mediante una articulacién o rodillo.
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ARTICULACION MOVIL (PATIN) OBSERVACIONES

LA POSICION CANBIA
DRECCION DE RESTRCCON

CONTNUDAD D€ CHAFA B

SEPARA CHAPAS | Y 0
(TANBEN VINCLULO NTERNO)

QBETO APOYADO SOSRE X e
SUPERFCKE: SE PUEDE ND SE PLEDE “DESPECAR”

OF LA SUFERICE

. NCOOELAR MEDIANTE
APOYOD SNFPLE
| &1, % O
A B i 0,
BELA SIMPLE EXTERNA RVA - SOLE VALDO PARA
—~— DESPLAZAMENTOS

S MUY PEQUERCS

DETALLE:

Vinculos externos de segunda especie:

La articulacién a tierra o articulacion fija es uno de los vinculos mas comunes. Restringe el desplazamiento en cualquier direccion del
plano (generalizadas mediante dos direcciones ortogonales cualquiera) por lo que tiene dos unidades de vinculacién, permitiendo solo la
rotacion de la chapa respecto a tierra.
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ARTICULACION F1JA OBSERVACIONES

VINCU
POSICION NO MODFICA NTERNG
RESTRICCIONES

-

| !

2 UV EQUIVALENCIAS
A SELAS

H/ﬁ%; H/,%' s (_)%? ExTEms

Vinculos externos de tercera especie:

Cuando se restringe tanto el desplazamiento en cualquier direccién como la rotacién estamos en presencia de un empotramiento. Su
colocacién afiade tres unidades de vinculacién o lo que equivale a decir reduce tres grado de libertad del sistema. Su aplicacién en una
chapa en el plano anula todos sus movimientos.

EMPOTRAMIENTO OBSERVACIONES

SE MANTIENEN DIRECCIONES
RESTRINGIDAS

'{ J
9 UV REPRESENTACION
‘\ ALTERNATIVA

EMPOTRAMIENTO A
TIERRA

/

777A77 I &

REACCIONES DE VINCULOS - ESTRUCTURA ISOSTATICA: CALCULO ANALITICO
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‘Consideremos una chapa cargada en su plano con F1, Fz v Fa y apoyada en los vinculos A v B que
que proporcionaran reacciones. Fy F2

oa  angulo de Ra con Rax diy distancia de Fix al punto de tomar momento
oe  angulo de Re con Rex d1x distancia de Fiy al punto de tomar momento
o1 angulo de F1 con Fix H distancia vertical enfre apoyos Ay B

o2 angulo de Fz con Fzx L distancia horizontal entre apoyos Ay B

Tenemos tres incagnitas, son las reacciones Ray, Rax ¥ Re a |as que le dimos un sentido arbitrario,
no existen vinculos exteriores aparentes, &s una estructura isostatica v como el sisterna debe estar
en equilibrio, planteamos las tres ecuaciones de la estafica;

TFx=0 +Fix-F2x+Rax-Rex =10
TRy =10 -Fi1y-Fzy-F3+RBay+Rey=0
TMa=0 +Fiy dix+Fix . diy+Fay dzx-Fzx dey+F3s . dax-Rey.L-Rex . H=0

En la tercer ecuacion, tomamos momentos con respecto al punto A, y realizamos para cada término
el producto de la fusrza por su distancia al punto & v luego e ponemaos el signo de acuerdo al
sentido de giro, que adoptamos positivo al sentido horario, y ademas:

Fiy =F1 sen o Fzy = Fz sen w2 Rey = Fs sen o
Fix =F1 cos o1 Fzx = F2 cos uz Rex = Re cos o

¥ reemplazando en las tres ecuaciones anteriores, permite determinar las tres incognitas Ray, Rax
¥ Re, y asi podemos hallar a 1a resultante Ra v obtener su angulo con respecto a la componente Rax:

Ra = Ray® + Rax?® tg om = Ray / Rax

Empotramiento:
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Consideremos una estructura isostatica, constituida por una chapa empotrada en tierra & en un muro,
en su extremo libre actia una fuerza F, y sea G el baricentro de la parte empotrada.

En un empotramiento siempre tendremos ires incognitas Ry, Rx v M. que representan a las
reacciones de la tierra (suelo, muro, etc ) v que las podemos determinar a traves de las tres
ecuaciones de |la estatica.

equivale a
trasladar M
F al punto G

Esta equivalencia graficada, surge que al trasladar una fuerza paralela a si misma, va acompafiada
con el momento, determinado por el producto de la fuerza por la distancia a trasladar, es decir, que
al trasladar a la fuerza F paralela a si misma, de manera que su direccion pase por G, debemos
agregar el momento F . d.-

EFx=0 -Fx+Rx =0 Rx= + Fx comao los signos de las incognitas dieron positivos
indica que los sentidos adoptados para las incognitas
¥Ry =10 -Fy+Ry=0 Ry = +Fy ha sido el correcto
si algun signo hubiese dado negativo, solo deberiamos
TMe=0 -M+F_d=0 M =+F.d cambiar el sentido que seria opuesto al adoptado

Comoao el sistema esta en equilibrio, la fuerza reactiva R es igual y opuesta a la carga F.

Simbolos a utilizar:

empotramiento empotramiento guiado
[&]

Se indican las direcciones de las reacciones de vinculos con sus sentidos posibles.

En cualquier calculo de estructuras siempre se utilizan esquemas determinados por sus ejes.

Caso particular de empotramiento:
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Consideremos una chapa cargada en su plano, v donde el eje de la chapa empotrada es normal al
muro, es una estructura isostatica:

ESQUEMA REAL ESQUEMA DE CALCULO

Fi /Fz F2y
- | F1 '/2
M(Rx. I~ eje M7 _Rxy 1O 1 bgunnn F2X

““““““““““ o equivale a < A5
| L -

Ry x“n - Rvﬁ

Un empotramiento restringe tres grados de libertad, por lo tanto tendremaos tres incagnitas a
determinar y que lo haremos a través de las tres ecuaciones de la estatica:

i
i
Tt
=1
i
i

IFx=0 Rx-F2zx=10 Rx = F2x
TRy =0 Ry-F1-Fzy=0 Ry= F1+F2y
EMo =0 -M+F1 a+F2y L =0 M=F1 a+Fzy L

asi de esta manera hemos resuelto el problema determinando los valores de las incognitas.

Clases de cargas estructurales
Carga: Aquella cosa que genera peso o0 presion respecto a otra o a la estructura que se transporta.
Las estructuras reciben, resisten y transmiten CARGAS (fuerzas), conservando su forma durante su vida util.

Entender cuél es el camino que siguen estas cargas hasta llegar al suelo. (funcionamiento estructural)
Determinacion de cargas: depende del uso del edificio, materiales y localizacién de la obra.

Tipos de cargas:
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. Segun su origen - Gravitacionales

- Edlicas
- Sismicas
- Especiales - Por maquinarias
- Presién de agua
- Presién del terreno
- Por deformaciones - Térmicas

- Por descenso de apoyos
- Wariacion de propiedades

2. 5egun su estado inercial - Estiticas
- Dinamicas - Maviles
- De impacto
- Resonancia

3. Segin su tiempo de aplicacion - Permanentes
- Accidentales

4, Segun su ubicacion en el espacio - Concentradas
- Distribuidas

5. Segln su recta de accion -Verticales

- Horizontales
- Dblicuas

Cargas segun su origen:

Gravitacionales: actlian sobre la estructura por causa de la gravedad, siempre tienen direccion vertical (peso propio, muebles, etc.).
Edlicas: por accion del viento (dependen de altura, implantacién, peso del objeto).

Sismicas: sismos o terremotos (esfuerzos adicionales).

Especiales: vibraciones (maquinarias, asentamientos, circulacién de vehiculos pesados cerca, ascensores); presion del agua; presion
del terreno (muros de contencién).

Por deformaciones: ocasionadas por cargas internas: térmicas (dilataciones impedidas), descenso de apoyos (asentamiento
diferencial), variacién de propiedades de material (trabajo por variacién del tenor de humedad).

Cargas segun su estado inercial:

Estaticas: durante su tiempo de aplicacién no cambian su estado de reposo. (peso propio, personas que ocupan un espacio).
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Dinamicas: varian rapidamente en el tiempo: méviles (direccién y desplazamiento de la carga paralelas al plano de aplicacién de la
misma, direccion de la carga perpendicular al plano- vehiculos en movimiento); de impacto (direccion de la carga coincide con la
direccion del movimiento y es perpendicular al plano de aplicacién — personas saltando).

Cargas moviles — efecto de resonancia — estructuras son hasta cierto punto elasticas - tienden a oscilar.
Periodo fundamental: tiempo que tarda una estructura en describir una oscilacion completa y tiene relacién directa con su rigidez.

Cuando la carga dinamica: actta ritmicamente y su variacion coincide con el periodo fundamental, la estructura oscila con amplitud
creciente- colapso.

Cargas segun su tiempo de aplicacién:

Permanentes: durante toda la vida Util de la estructura. Cargas en las las cuales las variaciones a lo largo del tiempo son raras o de
pequefia magnitud y tienen un tiempo de aplicacién prolongado. En general, consisten en el peso de todos los materiales de
construccion incorporados en el edificio, incluyendo pero no limitado a paredes, pisos, techos, cielorrasos, escaleras, elementos
divisorios, terminaciones, revestimientos y otros items arquitectonicos y estructurales incorporados de manera similar, y equipamiento de
servicios.

Accidentales: su magnitud y posicién varian (personas, viento, muebles, sismos). Son aquellas originadas por el uso y ocupacion de un
edificio u otra estructura, y no incluye cargas debidas a la construccién o provocadas por efectos ambientales, tales como nieve, viento,

acumulacion de agua, sismo, etc. Las sobrecargas en cubiertas son aquellas producidas por materiales, equipos o personal durante el
mantenimiento, y por objetos moéviles o personas durante la vida Util de la estructura.

Cargas segun su ubicacion en el espacio:

Concentradas o puntuales: actian sobre un area muy reducida en relacion a la superficie total (columnas, anclajes).

P1=Tn

/76»7 L/2 . L/2 ﬁ7

P2=Tn

A D

A

Distribuidas: act(an a lo largo de todo un elemento estructural. Uniformemente distribuidas: valor constante en toda su extensién (peso
de losas) No uniformemente distribuidas: varian en distintos puntos: altura de una pared.

2

E0kg'm
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"

Nanann )
A- B .

Cuando la carga por unidad de longitud w es constante sobre una parte de la viga, como entre A y B en la figura, se dice que la carga
esta distribuida uniformemente sobre esa parte de la viga. Estas cargas pueden reemplazarse por su equivalente que resulta de
multiplicar el valor de la carga por la longitud en la que se aplica de esto se obtiene el peso total de la misma, que se podra representar
como una carga puntual que estara ubicada en el centro de masa de dicha carga, en caso de figuras simples como rectangulos estaran
a la mitad de su longitud y en los triangulos estaran ubicadas a un tercio de la base.

P=qx¢ P

v

g= Newton/m

¢

iz L 4z
7

Para los casos donde la carga se distribuye uniforme de manera horizontal la resultante se ubica en el centro de la misma y su valor se

obtiene del drea de la misma multiplicando el valor de carga por la longitud total.

P=gx¢
E4

qg= Newton/m

AN

4z L Zys

Para cargas triangulares esta se ubica a un tercio de la base y el valor de la carga se obtiene multiplicando al igual que el area de la
misma en este caso el valor de la carga por la longitud de la misma dividido.

VIGAS
Viga es un elemento estructural apoyado en sus extremos y cargado en su plano medio vertical T,
que contiene al eje de la seccién formado por los sucesivos baricentros de todas las secciones de la viga.

esquema para calculo

N L/
-

B L

viga real

plano medio vertical —

==

eje,.«"
representa el eje de la viga cargado
y visto de frente

apoyo —|
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CALCULO DE REACCIONES EN UNA VIGA ELEMENTAL

——

A

Va ' Rs
L I
Como tenemos tres incognitas, lo resolvemos con las tres ecuaciones de la estatica:

IFx=0 Ha=0 Ha=0
TFy=0 Va-P+Rs=0 Va=P.(1-a/L)
IMa=0 P.a-Re.L=0 Re=P.a/L

REACCIONES DE VINCULOS EN ESTRUCTURA HIPERESTATICA
Consideremos una chapa con carga en su plano y con dos vinculos dobles.

Cada vinculo doble elimina dos grados de libertad, por lo tanto, dos vinculos dobles eliminan cuatro

grados de libertad, y la estatica exige tres para una chapa, o sea, que se trata de un hiperestatico de 1° orden é grado (sobra un vinculo),
es un sistema indeterminado que tiene infinitas soluciones, que se esquematiza en el gréfico de acuerdo a la ubicacién del punto de
concurrencia, por gj. O', O".

VINCULOS APARENTES
Consideremos la siguiente chapa:

movimiento que
permite el apoyo

esquema 1 esquema 2

Esquema 1: de existir Gnicamente el vinculo doble en A, un punto B est& obligado a desplazarse de
acuerdo a la direccion de la recta mn que es perpendicular a la direciéon AB, recordando que los
movimientos son infinitésimos.

Esquema 2: si ahora colocamos un apoyo moévil en B de manera que su direccién de movimiento
coincida con mn, no estamos imponiendo a la chapa ninguna nueva condicién restrictiva, pués el
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apoyo movil permite el desplazamiento segin mn.
En estas condiciones la chapa se mueve, estamos en presencia de un caso de vinculacion aparente.

Si se trata de la sustentacion de una chapa mediante tres vinculos simples é méviles en A, By C,
siendo la direccion de sus movimientos mn y las normales respectivas concurren a un mismo punto
"Q", existe vinculacién aparente.

El punto "O" pasa a ser un punto fijo 6 polo, y los desplazamientos infinitésimos de los punts A, B y C seran en la direccion mn de cada
apoyo simple, la chapa girara alrededor del polo"O".
El polo "O" de concurrencia de las normales a los vinculos se llama articulacién ficticia y equivale a

un vinculo fijo. La vinculacién a tierra 6 externa, puede reemplazarse a los apoyos moviles por bielas equivalentes, segin hemos visto
anteriormente.

Otro caso especial es cuando una chapa esta sustentada por tres apoyos moviles, que tienen la
misma direcciéon de movimiento y que sus normales son concurrentes a un punto impropio (son
paralelas), por lo tanto el desplazamiento posible seria una rotacién alrededor de un punto impropio
6 lo que es lo mismo una traslacion.

n
1
1
1
—_———

_> n

SISTEMAS DE DOS O MAS CHAPAS
Recordemos: una chapa tiene tres grados de libertad ( tres movimientos: desplazamiento vertical,
horizontal y giro), y para fijarla se requiere de vinculaciones externas que restrinjan esos movimientos

CHAPA 1 012 CHAPA 2

023 CHAPAS3

Realicemos el siguente andlisis:
1 - hagamos de cuenta que las chapas 2 y 3 no existen, y consideremos solo la chapa 1 que tiene
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tres grados de libertad, agregamos el apoyo doble en A restringe dos grados de libertad, por lo tanto la chapa 1 solo puede girar
alrededor de A, y para impedir este movimiento agregamos el apoyo simple en B que restringe un grado de libertad y como no hay
vinculacién aparente, esta chapa esta fija.

2 - ahora hagamos de cuenta que la chapa 3 no existe, y agreguemos la chapa 2, y la vinculamos con la chapa 1 mediante la articulacion
intermedia O12, que como punto perteneciente a la chapa fija 1, esta fijo, la chapa 2 solo puede girar alrededor de este punto O12, por lo
tanto para inmovilizarla se necesita un vinculo simple 6 una biela cuidando de que su posicién no implique vinculacion aparente, asi
ubicamos a la biela C, por lo tanto la chapa 2 esta fija.

3 - ahora agreguemos la chapa 3, que la vinculamos con la chapa 2 mediante la articulacién intermedia O23, que como punto
perteneciente a la chapa fija 2, es también un punto fijo, y la chapa 3 solo puede girar alrededor de este punto O23, por lo tanto para
inmovilizar a la chapa 3 solo se necesita un vinculo simple é una biela cuidando que su posicién no implique vinculacién aparente, asi
ubicamos al apoyo simple D, por lo tanto la chapa 3 esta fija.

Un sistema asi constituido se denomina cadena cinematica de tres chapas. Las articulaciones constituyen vinculos internos, y los que
van a tierra son vinculos externos.
Cada articulacion interna restringe 6 elimina dos grados de libertad.

Analicemos la isostaticidad del sistema [1] y veamos las restricciones [2]:

3 chapas con 3 grados de libertad cada una = 9 grados de libertad [1]
1 apoyo doble restringe 1 x 2 grados de libertad = 2 grados de libertad
2 apoyos simples  restringen 2 x 1 grados de libertad = 2 grados de libertad
1 biela restringe 1 x 1 grados de libertad = 1 grados de libertad
2 articulaciones restringen 2 x 2 grados de libertad = 4 grados de libertad
I = 9grados de libertad [2]

como [1] es igual a [2], y al no haber vinculacion aparente, la cadena cinematica de chapas se
encuentra fija ¢ inmavil.

REACCIONES DE VINCULOS EN SISTEMA DE DOS CHAPAS: SOLUCION GRAFICA

Vamos a resolver el esquema anterior, pero por simplicidad, solo consideraremos dos chapas, la 1 la 2, vinculadas por una articulacién
intermedia O12.

POLIGONO DE FUERZAS
en escala de fuerzas

Rc R2

en chapa 2

T
Rs| R1
R1  enchapa1
Ra

Las chapas reciben cargas concentradas de las que hallaremos las resultantes respectivas, siendo:
R1 resultante de todas las cargas sobre la chapa 1
R2 resultante de todas las cargas sobre la chapa 2
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Separamos a las chapas, y teniendo en cuenta que la chapa 1 esta fija, el punto O12 pertenece a la

misma y por lo tanto es un punto fijo, lo que para la chapa 2 es equivalente a colocar un apoyo doble, que provee un punto fijo.
Comenzamos por la chapa 2, prolongamos las direcciones de R2 y de la biela C hasta que se corten en un punto N, que lo
unimos con O12 y ahora determinamos las equilibrantes de R2 segun estas direcciones (C y NO12) mediante el poligono de fuerzas
en escala de fuerzas formando un circuito cerrado obteniendo RC y T.

Ahora pasamos a la chapa 1, que tiene a R1 como resultantes de sus cargas pero a la que hay que
sumar la accién T antes hallada con cambio de sentido, para ello prolongamos sus direcciones que
se cortan en el punto M, por donde pasa la resultante R'1 determinada con el poligono de fuerzas,y
cuya direccién corta a la direccién de RB en el punto S, y ahora uniendo S con el punto A, nos
determina la direccion de la resultante RA cuyo méulo lo medimos en el poligono de fuerzas.

De esta manera hemos determinado todas las reacciones y ademas el esfuerzo T que pasa por la
articulacion. Podemos observar que el poligono de fuerzas total es un poligono de fuerzas donde el
circuito es cerrado, es decir, partiendo de R2, sigue con R1, luego con RA, RB y RC, que es como
corresponde a un sistema en equilibrio.

Las fuerzas T y R1' quedan como auxiliares en la construccion del poligono y los valores de cada
fuerza se miden en escala de fuerzas.

CONCLUSION: si el sistema esta en equilibrio, el reemplazo de las fuerzas activas y reactivas en
cada chapa del esquema separado por una resultante parcial, éstas deben formar un sistema nulo,
como las T de cada chapa, que deben pasar por la articulacion intermedia, y si no fuera asi existiria
un giro relativo de una chapa con respecto a la otra.

REACCIONES DE VINCULOS EN SISTEMA DE 2 CHAPAS: SOLUCION ANALITICA

En el esquema anterior tenemos cuatro incognitas RAy, RAx, RB y RC, y para determinarlas contamos con las tres ecuaciones de la
estatica y una adicional que la provee la articulacion intermedia:

1) TFx =0 suma de las proyecciones segun "x" de las fuerzas (acciones) y las reacciones
2) Fy =0 suma de las proyecciones segun "y" de las fuerzas (acciones) y las reacciones
3) IM =20 suma de todos los momentos de las fuerzas (acciones) y las reacciones

4) Y Marticulacion = 0 suma de los momentos de las fuerzas (acciones) y las reacciones de chapa 16 2

con respecto al punto O12 (articulacion)

las ecuaciones 1,2 y 3 las resolvemos con el esquema dado 6 real y para la ecuacion 4 nos remitimos al esquema separado, en donde
solo consideramos a una de las partes, en este caso izquierda 6 derecha, y tomamos momentos con respecto a la articulacion O12 de
las fuerzas (acciones) y las reacciones con lo que impedimos el giro relativo de una de las chapas con respecto a la otra.

Hasta aqui no se necesité determinar la fuerza auxiliar T, pero si es requerida, simplemente es la
equilibrante de una de las partes del esquema separado, y podemos hallar sus componentes:

IFx + Tx =0 LFy + Ty =0 T = /Ty +Te

donde a las incognitas Tx y Ty le hemos asignado un sentido arbitrario, y despejamos las componentes de T, si obtenemos un resultado
positivo indica que el sentido adoptado es el correcto, y si es negativo indica que el sentido correcto es opuesto al adoptado, por lo que
deberemos hacer es eliminar el signo negativo solo con efectuar el cambio del sentido.

REACCIONES DE VINCULOS EN SISTEMA DE 2 CHAPAS: SOLUCION ANALITICA
A las chapas del ejemplo anterior, ahora les daremos la forma de vigas con tramos rectos, es decir, que vamos a considerar una viga

con un quiebre que soporta una carga concentrada, posee un vinculo simple externo y estd vinculada mediante una articulacién a una
viga horizontal fija mediante vinculos externos. En linea punteada se indica el eje de cada viga.

CHAPA 1
CHAPA 2
O B 2° Rc

@i

Va |
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Hemos puesto a las incégnitas con sentidos arbitrarios, las determinaremos con las tres ecuaciones
de la estatica y con la ecuacion adicional proporcionada por la articulacion interna.

1) Fx =0 suma de las proyecciones segun "x" de las fuerzas (acciones) y las reacciones
2) SFy =0 suma de las proyecciones segun "y" de las fuerzas (acciones) y las reacciones
3) ITM =20 suma de todos los momentos de las fuerzas (acciones) y las reacciones

4) X Mprelative = 0 suma de los momentos de las fuerzas (acciones) y las reacciones de chapa 1 6 2

con respecto al punto D (articulacion)

La ecuacion 3 es la suma de todos los momentos de las fuerzas (acciones) y las reacciones con
respecto a un punto cualquiera, en este caso elegimos el punto A de concurrencia de dos incognitas lo que facilita el célculo.

La ecuacion 4 es la suma de los momentos con respecto al punto de la articulacion (D) de las fuerzas (acciones) y las reacciones, pero
solo de una de las partes, si desunimos a las vigas por el punto de la articulacion (D), y en este caso consideraremos a la chapa 2.

Determinaremos a las cuatro incognitas resolviendo las cuatro ecuaciones que planteamos:

1) Ha =0 EE— Ha
2) Va+Re+Rc-P =0 —_— > Va
3) -Re.L'+P.(L'+n+a)-Rc.(L'+n+L) =0 —_—> Rs
4) -Re.L+Pa =0 _—> Rc

De la ecuacion 4 determinamos RC, la reemplazamos en la 3 y obtenemos RB, con la 2 despejamos VA y de la 1 directamente
obtenemos HA.

Una vez determinadas las incognitas, las que resultaron con signo positivo indica que el sentido
adoptado es el correcto, y las que se obtengan con signo negativo deberemos eliminar el signo
negativo con solo cambiar el sentido dado en el esquema estructural, ya que el sentido correcto es
opuesto al adoptado.

VARIANTE: veamos otra forma de resolver este ejercicio, que es separando a la estructura por su
articulacion. Recordemos que la chapa 1 presenta un esquema estructural fijo, es decir, el punto D
también esta fijo, por lo tanto el mismo punto D pero ahora perteneciente a la chapa 2 también esta
fijo, 0 sea que se comporta como un apoyo doble.

Rov lp
CHAPA 1 1
RoH T
Hn === --- o L7 o}
— iA = 5 % AN,
D s CHAPA 2
ﬁ L' n — 7 Rc
Va l Rell RoH
] Rov

Pongamos en evidencia a las reacciones (incognitas) y le damos un sentido arbitrario.
Primero resolvemos las tres incognitas de la chapa 2 con las tres ecuaciones de la estatica:

ZFx = 0 XFy = 0

14
<
I

o

si las incégnitas determinadas resultan positivas indican que el sentido adoptado es el correcto, en

caso contrario si es negativo, indica que el sentido adoptado es incorrecto por lo que se debera

eliminar el signo negativo solo con cambiarlo por el sentido opuesto.

Ahora pasamos a la chapa 1 pero poniendo en el punto D la accién de la chapa 2, es decir, las mismas reacciones obtenidas en la chapa
2 pero con sentidos opuestos a los correctos, y resolvemos las tres incégnitas de la chapa 1 mediante las tres ecuaciones de la estatica:

ZTFx = 0 Fy = 0 =M =0

De esta manera hemos resuelto el problema mediante dos estructuras simples, con tres incognitas
cada una, y solo con las ecuaciones de la estética.
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RETICULADOS

Introduccion

Se denomina si barra a toda chapa cuya dimension trasversal sea pequefa en relacién
a su longitud, de modo tal que pueda representarse por su eje. En consecuencia. una barra
libre en el plano. posee tres grados de libertad

Ahora, se considera dos puntos A y B de la barra, en donde se aplica dos fuerzas
opuestas P y —P, cuya recta de accion comreide—con el eje de la barra.

Por tratarse de un sistema nulo aplicado al cuerpo rigido, el sistema se encuentra en
equilibrio.

Si se suprime la barra que vincula los puntos A y B. estos al encontrarse
sometido a la accion de la fuerza P y —P, tenderdn a desplazarse en la direccion de las
mismas, por lo tanto se rompe el equilibrio.

Para restituirlo, habrda que aplicar a las mismas fuerzas P'= -P y —P’= -(-P) =P. que con
las anteriores. constituyen a su vez sistemas nulos aplicados a ambos puntos (Fig.1).

o 1-r J.p
iy D

P'=-P /
/ P'=P
tA 8A
/P /P P
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Estas nuevas fuerzas. que reemplazan en sus efectos a la barra AB. en su conjunto
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se denominan Esfuerzos Internos en la barra o simplemente Esfuerzo en Barra.
Cuando las fuerzas exteriores que solicitan a la barra tienen sentidos divergentes.
originan en la misma un esfuerzo interno que se denomina Esfuerzo de Traccion y
que se materializa mediante dos fuerzas que se alejan de los extremos de la barra
(denominados nudos). (Fig. 2)

En cambio, si las fuerzas extremas aplicadas en la barra tienen sentidos
concurrentes, originan un esfuerzo interno denominado Esfuerzo de Compresion y
se materializa mediante dos fuerzas que concurren al nudo. (Fig. 3).

Sistemas de Reticulado

Ly Ll N Iy

Seatres barras articuladas entre si.. de modo que constituyan una cadena cinemdtica
abierta, con cinco grados de libertad (3 + 3 +3 —2 — 2 = 5). Si se articula entre si las dos

barras extremas. se restringe en el conjunto dos grados de libertad. al que quedardn
entonces solo tres grados de libertad. comportindose como una Gnica chapa rigida. De
esto se concluye, que un triangulo formado por tres barras rigidas articuladas entre si por
sus extremos. se comporta como una Gnica chapa rigida e indeformable.

Si a dos de cualquiera de los vértices del tridingulo, asi obtenido, les articulamos dos
nuevas barras. el resultado serd una nueva cadena cinemitica de tres chapas con cinco
grados de libertad. Articulando entre si los extremos de las dos barras agregadas al
triingulo primitivo, restamos al conjunto dos grados de libertad, con lo que el sistema
resultante poseerd tinicamente tres. es decir se comportard como una chapa rigida.

Conclusion: agregando pares de barras articuladas entre si y a vértices del triangulado,
obtendremos lo que se denomina un Sistema de Reticulado.

Tipos de Sistema Reticular

a) Trianeulado Simple

El agregado de cada par de barras puede hacerse desde dos nudos que sean extremos de
una misma barra o desde nudos que sean extremos de distintas barras.

En el primer caso se obtiene un reticulado simple triangulado y en el segundo caso un
reticulado simple no triangulado como muestra la figura.
simple tnangulade  simple no triangulado

3 Sa \ 3 S4 4 5
St S3 \ N >
Ss
Ss } l/
1 2 1 2 ,
Sa2 S2 . 59/4
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b) Triangulado Compuesto

Se denomina asi al reticulado que se genera al vincular dos reticulados simples de modo
que una vez unidos conformen un nuevo reticulado estrictamente indeformable.

Para ello se deben agregar 3 condiciones de vinculacion interna entre ambos reticulados
simples. lo que se puede lograr de dos maneras por medio de:

a) una articulacion y una barra.
b) tres barras cuyos ejes no concurran un mismo punto.

Se muestran ambos casos en las dos primeras imédgenes de la figura.

3 Barras
ALY

| B 4 b3
A

EE—

Condiciones de Rigidez. Relacion entre numero de barras v de vértices.

Si llamamos n al nimero de pares de barras que se agregan al tridngulo primitivo. el
nimero total de barras serd:
b=3+2n (1)

Como cada par de barras da origen a un vértice, el nimero de vértices seri:
v=3+n (2)

Despejando n n=v-23 (3)

Luego reemplazo n de la ecuacion (1) por la expresion (3) y nos queda:
b=3+2(v-3)=3+2v-6b=2v-3 (4)

La ecuacion (4) corresponde a la condicion de rigidez de un reticulado plano, que
establece que para que un reticulado sea estrictamente indeformable, el nimero de
barras (b) debe ser igual al doble del nimero de vértices (v) menos tres. Esta
condicion de rigidez es necesaria pero no suficiente, ya que la distribucion de la barras
puede no ser la conveniente.

Reticulado Rigido e Indeterminable
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Ahora bien, si suprimo la barra GB y se coloca la barra AE, condicién b = 2v — 3 seguird
cumpliéndose. pero el sistema no serd mds indeformable.

F
G

E

Concepto de Reticulado. Definicion

En ingenieria estructural, un reticulado es una estructura compuesta por barras
rectas interconectadas entre si en nudos, formando un coenjunto rigido y
resistente. A las estructuras de “reticulado” también se las suele denominar: “de
alma calada”, “celosia”, “armadura”, “cercha”, etc. La imagen extraida de Internet
muestra un puente para un antiguo ferrocarril, que actualmente es peatonal.

F

Aplicaciones

Los reticulados constituyen uno de los principales tipos de estructura, que proporcionan
una solucién prictica, liviana y econémica para la construccion de puentes, edificios,
torres para soporte de lineas de transporte de energia eléctrica, etc.

Formas

La disposicién de las barras de una estructura reticulada dependerd principalmente de las
necesidades constructivas y arquitecténicas de la obra. Existen diversas formas notables,
algunas con los nombres de sus creadores, las que se muestran en la fig. 1.
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Materiales
Segiin sea la aplicacion pueden ser de acero, aluminio, madera. hormigén. etc.

== VAVAVAVANIIL SO 2N
Inglesa Warren o Viga "K" =5 / N
\ g/ . A

Howe Pratt Polonceau Marquesina

Composicion

Las barras que constituyen el contorno de la estructura reticulada se llaman cordones
(superior e inferior, si de vigas se trata). y pueden ser rectos (paralelos o no) o también
poligonales.

Las demds barras se llaman genéricamente transversales: con la denominacién de
montantes las que son verticales o perpendiculares a los cordones y diagonales a las
oblicuas.

Montante  Diagonal Corddn superior
Nudo§ I QCordOn inferior AN

Nudos o uniones
El lugar al que concurren y se conectan las barras se denomina nudo o unién. En los
reticulados metdlicos estd constituido por una chapa metdilica a la que se sueldan,

remachan o abulonan las mismas. En las de madera la unién se consigue por medio de
clavadura o con bulones. con o sin piezas metdlicas especiales.

14
Punto de aplicacion de las cargas =
En general las barras que componen una estructura reticulada ‘
son delgadas y en consecuencia incapaces de soportar cargas
transversales a su eje. por lo que todas las cargas deben ser A s IS
aplicadas en las uniones (nudos) y no en las propias barras. A - 7.;,:,
Asimismo el peso de la barra (si se lo tiene en cuenta) se i 1
aplica por mitades en cada uno de los nudos a los que |
concurre. o4
Forma de trabajar las barras
Dado que en la realidad los nudos estin constituidos por
uniones soldadas, remachadas. abulonadas. clavadas, etc.. la / J -
flexion del conjunto de la estructura origina también flexién en r—"i-'%‘. ' T

las barras, debido a la restriccion a la rotacién que ejercen las |
uniones.
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Sin embargo. si las barras estin convenientemente dispuestas de modo gue sus ejes
concurran a un tnico punto en cada nudo. la influencia de la rigidez del mismo no afecta
practicamente la magnitud de las fuerzas en las barras. por lo que para calcularlas, puede
prescindirse de la rigidez de los nudos y suponer que las barras estin articuladas. Se su-
pone entonces, que estin unidas por medio de pasadores (articulaciones), lo que simplifica
el cilculo en gran medida, ya que de ese modo las barras soportardn solamente traccién o
compresion (solicitacion axial).

Reticulados planos y espaciales (direccion de las fuerzas en cada caso)

Las estructuras reticuladas pueden ser espaciales o planas. Los reticulados planos estin
constituidos por barras contenidas en un mismo plano, estando las fuerzas situadas en ese
mismo plano. Los reticulados espaciales estin constituidos por barras unidas entre si.
formando una configuracion en tres dimensiones. Ademas. las fuerzas que lo solicitan
estin situadas en cualquier posicién en el espacio.

En esta materia se analizarin reticulados planos

Esfuerzos en barras

Las barras estin en realidad conectadas por medio de remachadura. soldadura u otros
medios de unién, pero por lo ya expuesto se supondrd que las conexiones se efectian por
medio de pasadores (articulaciones) sin frotamiento.

Entonces, para el andlisis de la estructura se remplaza al reticulado fisico real por uno
ideal que consiste en un sistema de barras contenidas en un plano y unidas por sus
extremos mediante pasadores sin friccion (nudos) en los que se aplican las fuerzas
exteriores (tanto activas como reactivas) estando todas ellas en el mismo plano del
reticulado.

En estas condiciones ideales. cada barra estd sometida, como se menciond al inicio, a un
esfuerzo axial de traccién o compresion. sin flexion. y en consecuencia a cada barra se le
colocard una fuerza en cada extremo.

Por el principio de accién y reaccidn, las acciones mutuas entre las barras y el pasador
estardn constituidas por fuerzas iguales y contrarias. Por lo tanto, a una estructura de
reticulado se la puede suponer como constituida por:

a) Un conjunto de barras solicitadas por fuerzas iguales, colineales y opuestas.

b) Un conjunto de pasadores (pernos de las uniones) cada uno sometido a un sistema de
fuerzas concurrentes. coplanares y de direcciones conocidas. En la figura se ilustra dicho
detalle.
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Resolucion de sistemas reticulados planos

—~

Hipatesis admitidas
- Las barras son de eje recto y estin contenidas en un gnico plano.

- Los nudos son articulaciones sin {frotamiento,

- Las fuerzas activas y reactivas estan contenidas en el mismo plano de la estructura y
aplicadas exclusivamente en las uniones.

Las barras se suponen sometidas unicamente a esfuerzos axiales de traccion o de
compresion.

Incégnitas

Debido a que la geometria del reticulado es un dato del problema. se conocen entonces las
rectas de accion de todas las fuerzas (ejes de las barras).

Se supone que previamente se calculan las reacciones de vinculo de la estructura.

La resolucion consiste entonces en el cdlculo de la intensidad de las fuerzas en las barras y
en determinar si las mismas estan traccionadas o comprimidas.

Determinacion de Esfuerzos en Barras

Si en un sistema reticulado en equilibrio, bajo la accién de un sistema de fuerzas
exteriores, se suprime una barra, el equilibrio se pierde. Para restituirlo, es necesario
aplicar en los dos nudos de la barra suprimida. fuerzas de igual intensidad y sentido
contrario, cuya recta de accion coincida con el eje de la barra. Esto dice que el conjunto de
las dos fuerzas materializa el esfuerzo interno en la barra.

Existen varios métodos para calcular el valor y estado de los esfuerzos en las barras de
los reticulados. El estudio de cada uno se los verd directamente en un ejemplo.

Sea el siguiente reticulado, cuyo esquema estitico es
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2Tn

N

| 1m 2m 2m 2m

Se plantea el diagrama de cuerpo libre:
Para cualquier método de resolucién de los esfuerzos internos de las barras se enumera los
nudos del reticulado.

2Tn
2Th \l,‘* 2Th
2Tn 13 V5 5Th
2Th ,l,l lﬁ 2
L ) ‘i Y
N 12 1 10 9 B8 N
R&Y By

Calculo de Reacciones:
Por simetria, se plantea directamente:
ZF\' = R,-..\' + R];\' -14 Tl] =1
Riwv=Rgy=14tn/2=7Tn

Sentido o Estado de los esfuerzos en la barra:
Se recuerda que en un reticulado, las barras estin sometidas a traccién o compresion:

) +P barra nudo -P
COMPRESION: cpll) — B s

+P barra nudo -P
TRACCION: s ) ). —

Condicion de rigidez: b =2v -3
21=2x12-3=2]
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a) METODO DE EQUILIBRIO DE NUDOS.

Si el reticulado se encuentra en equilibrio bajo la accién de un sistema de fuerzas
exteriores activas y reactivas, también lo estard cada uno de los nudos que lo constituyen.
Si se suprimen todas las barras y se las reemplazan por sus correspondientes esfuerzos
internos en cada nudo del reticulado, se tendrd un sistema de fuerzas concurrentes que
debe encontrarse en equilibrio junto con las fuerzas exteriores existentes en el nudo.

Por este motivo, se puede resolver en los nudos a los que concurren como midximo dos
barras cuyos esfuerzos internos son desconocidos.

Resolucién Analiticamente:

Se deberd establecer las condiciones necesarias y suficientes que debe reunir para que
exista el equilibrio en el nudo. las que se traduce en dos ecuaciones de nulidad de
proyecciones de las fuerzas sobre dos ejes ortogonales. Es decir, por cada nudo se puede
plantear dos ecuaciones.

Fy=0
IFv=0

Para la resolucion, se aplica los siguientes pasos:
-Se le asigna un sentido a los esfuerzos de las barras desconocidas.
- Se plantea las dos ecuaciones de nulidad de proyeccién de todas las fuerzas externas
e internas.
-Se resuelve el sistema de ecuaciones de equilibrio, obteniendo los valores de las
barras incognitas y sus estados.

Resolucion Graficamente:

Se dispone del método del poligono de fuerzas cerrado. que es la condicion grifica de
equilibrio.
Para la resolucion. se aplica los siguientes pasos:

-Se descompone en forma grifica la resultante de las fuerzas conocidas que concurren
al nudo en las dos direcciones de las barras desconocidas.

-Se pone en evidencia el sentido de los esfuerzos de dicha barras de tal manera que el
poligono de fuerzas quede cerrado (en equilibrio). determindndose el estado de
compresion o traccion de cada barra.

-Se miden las longitudes de las barras desconocidas y se multiplica dicha medida por
la escala utilizada en la confeccién del poligono de fuerzas, obteniendo los valores
de las barras incégnitas y sus estados.

Resolucion:
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D =26" 56
Z1n
) —45
B 2In
7
8 NS
7Tn
Nudo I
Analiticamente: Graficamente: Escala de fuerza 2tn = lem.

T , Et=2
i £1-12
7Tn

Se mide E, ; mide. dando 5 cm
1. TFy= E| ;s —E/axcos =0 Eio=5cmx2Tn/lcm = 10Tn

2, JFvy = 7Tn-2Tn-E,>xsen « =0

e2 => Ei>» =112Tn Compresion
I = Ei = 10,02 Tn Traccion

b) METODO DE RITTER.

El método de Ritter (0 método de los momentos) es simplemente la interpretacion
grafica-numérica de la descomposicion de una fuerza en tres componentes coplanares y
no concurrentes en un mismo punto.

Para aplicar el método. se suprime tres barras, que implica cortar el reticulado en dos
chapas rompiéndose el equilibrio del sistema, por lo que serd necesario. para restituir el
equilibrio, aplicar fuerzas (que materializan el esfuerzo interno en las dichas barras) a
cada chapa en los nudos correspondientes segun los ejes de las barras suprimidas.

Para calcular la intensidad de las fuerzas que actGan segun las barras suprimidas. se
aplica las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un sistema plano de
fuerzas no concurrentes. es decir. las respectivas resultantes izquierdas (R;) o (Ry)ala
seccion que se generd al suprimir las tres barras, deben estar en equilibrio con las fuerzas
internas de dichas barras.

El procedimiento de Ritter consiste en expresar dichas condiciones de equilibrio
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mediante tres condiciones de nulidad de momentos, eligiendo. en la medida que sea
conveniente como centro de momentos. puntos para los que se anulen dos de ellos.
resultando tres ecuaciones independientes con una sola incégnita.

Sea el diagrama de cuerpo libre del reticulado dado

270
‘Ls 2Th
V7
8 AN
7Tn

Para aplicar el método de Ritter:

- Se secciona el reticulado en dos chapas (seccion N-N). aplicando un corte en tres barras
no concurrentes en un mismo punto.

- Se aplica en los nudos los esfuerzos de dichas barras. suponiendo un sentido, con lo cual
se restituye el equilibrio.

- Se plantean las ecuaciones de equilibrio de momento respecto a tres puntos no alineados
utilizando las fuerzas aplicadas a la izquierda o derecha de la seccién N-N. (usar puntos
convenientes por donde pasen dos de las tres barras a determinar).

- Obtener el valor de los esfuerzos en las tras barras a partir de dichas ecuaciones de
momentos. En caso que el valor que surja sea negativo, significa que el sentido supuesto
es incorrecto.

. Mjy=7TTnx4m-2Tnx4m-2Tnx2m +E;3xd;; =0
E;: =-89Tn (sentido mal supuesto) Compresién

2. Mu=7TTnx4dm-2Tnx2m - Ej5  xdy =0
Ei211 = 24 Tn (sentido bien supuesto) Traccién

3 M=2Tnx2m - E;;xd; =0
E>;; =2.2Tn (sentido bien supuesto) Traccion
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A veces hay que utilizar las funciones trigonométricas para determinar las distancias
cuando las mismas no estdn dadas directamente por la geometria del reticulado.
Por ejemplo: la distancia d,

N

2T AL 5 F o
i hipotenueo

12 E 12-11 11 i
7n |N
|1m| 2m 1 2m ;
\

sen = cateto opuesto
hipotenusa

reemplazando sen 26.56° = d, => dy =4m=xsen 26,56° = 1.79m
4m

ESFUERZOS INTERNOS EN UN ELEMENTO ESTRUCTURAL

Consideremos una viga simplemente apoyada, isostatica, cargada con una fuerza concentrada
aplicada en el centro de la luz.
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P
Ha=0_ A Ci 4 _B
vazpi2 { | fRa=P12
L4 i L4 L/2

L

La viga constituye una chapa y esta tiene tres grados de libertad, observamos que externamente se

encuentra en equilibrio, ya que el vinculo doble restringe dos grados de libertad y el simple un grado, y no habiendo vinculacién
aparente, la viga se encuentra en equilibrio.

A las reacciones o equilibrantes les damos un sentido arbitrario.

Las tres reacciones ¢ equilibrantes las determinamos con las tres ecuaciones de la estética:

TFx=0 Ha=0 Ha=0
TFy=0 Va+Re-P=0 Re = P/2
ITMe=0 Va.L-P.L2=0 Va=P/2

Como las reacciones calculadas resultaron con signos positivos, indica que los sentidos adoptados
son los correctos. Si al terminar el célculo, alguna de ellas hubiera dado con signo negativo, lo Unico que habria que hacer es eliminarlo y
cambiar el sentido adoptado por el opuesto.

Ahora a esta viga en equilibrio la "cortaremos" en una seccion arbitraria, en este caso elegimos el
punto C del eje que representa a la viga, y queda subdividida en dos tramos, uno izquierdo y otro

derecho, pero para que no varie la posicién de este punto, o sea, para que ambas partes — izquierda y derecha - se encuentren en
equilibrio debemos colocar los esfuerzos internos axil, corte y momento flector.

e, M G

Va=P/2 T Re=P/2
< 1455Q L/4 L/2

—
Q
N[

Habiendo puesto los esfuerzos internos axil H = H', corte Q = Q' y momento flector M = M', con
sentidos arbitrarios y opuestos en ambas partes para que permanezcan en equilibrio:

M, Hy Q: equilibrantes de la parte izquierda, son acciones de la plarte derecha sobre la izquierda
M', H'y Q" equilibrantes de la parte derecha, son acciones de la parte izquierda sobre la derecha
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Basta con que analicemos una sola de las partes, ya tendremos resuelto el problema, en este caso
elegimos trabajar con la parte izquierda, entonces con ayuda de las tres ecuaciones de |a estatica
determinaremas a las incognitas:

TFx=0 Ha=0
ZFy=0 Va-Q=0 Q=Va=P/2
ZMc=0 Va.L/i4-M=0 M=Va.L4=({P/2). L4)=P .L/8

Como no hay acciones o cargas horizontales, es Ha=0, por lo tanto en el extremo c el esfuerzo
interno H es igual a Ha, o sea es nulo. También observamos que H' es nulo, situacidén que se verifica
en |la parte derecha H'=0.

Entonces, como los esfuerzos horizontales son nulos, no los incluiremos en el siguiente esquema
estructural, con los valores de los esfuerzos calcuados, las dos partes de la viga estan en equilibrio:

A C C

T

B

Ay
‘n P2

| = J=P.L/8 M=P.L/8 - | lP

P2

L2

IP!Z
" L |’4

i< L/4 : P2

DEFINICION Y SIGNOS DE ESFUERZOS INTERNOS

Esfuerzo de corte (Q): es la suma algebraica de todas las fuerzas y proyecciones, perpendiculares
al eje de la pieza estructural que se encuentran ubicadas a izquierda o a derecha de la seccion en estudio.

signo de Q: considerando la parte izquierda de la estructura, si la resultante de estas fuerzas resulta con sentido hacia arriba el corte es
positivo, en caso contrario es negativo.

Esfuerzo de axil (N): es la suma algebraica de todas las fuerzas y proyecciones paralelas al eje de
la pieza estructural que se encuentran ubicadas a izquierda o a derecha de la seccién en estudio.

signo de N: considerando la parte izquierda de la estructura, si la resultante de estas fuerzas resulta con sentido hacia la izquierda el
esfuerzo axil es positivo, en caso contrario es negativo.

Momento flector (M): es la suma algebraica de los momentos de las fuerzas y de los pares, ubicados a izquierda o a derecha de la
seccion en estudio, donde los momentos son tomados con respecto al baricentro de dicha seccioén.

signo de M: considerando la parte izquierda del punto considerado de la estructura, si el momento resultante tiene sentido de giro
horario el momento es positivo, caso contrario es negativo.

SIGNOS DE LOS ESFUERZOS INTERNOS
signos positivos de los esfuerzos internos en la seccion considerada tomando la parte izquierda de

la estructura:
N T C

axil corte momento flector

signos positivos de los esfuerzos internos en la seccion considerada tomando la parte derecha de

la estructura:
l' >

axil corte momento flector

Si en la seccién en estudio, un sentido resultara opuesto, entonces el signo del esfuerzo es negativo.

Resumiendo: si en una seccién cualquiera de un elemento de una estructura necesitamos conocer
los esfuerzos internos, haremos lo siguiente:
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1-  "cortaremos" al elemento estructural por la seccién a estudiar, por lo tanto, la estructura queda subdividida en dos partes.
2- enlaseccion a estudiar de cada parte, pondremos los esfuerzos equilibrantes axil, corte y

momento flector, con sentidos arbitrarios, tendremos en cuenta que los esfuerzos internos

con sus sentidos ubicados en una parte, tendremos idénticos esfuerzos en la otra parte,

pero de sentidos opuestos.
3- aplicando las definiciones anteriores, podemos determinar todos los esfuerzos internos en la seccion que estamos estudiando.

POSICION DE BARRAS ESTRUCTURALES: EXTREMOS IZQUIERDO Y DERECHO

d
d i
i d / R O
Q) i d _

RELACION ENTRE EL ESFUERZO DE CORTE Y EL MOMENTO FLECTOR
Consideremos una viga isostatica, simplemente apoyada y de seccion rectangular, con carga distribuida uniforme y con una carga

concentrada.

YA q
P Qy L 4
l q.dx
Ha=0_ | | |1 iq X h| M ol M + dM
? —> dX<e— T
Va Re Qy + dQy
viga representada por su gje i dx |

esquema muy ampliado de un elemento
diferencial de viga de longitud dx y altura h

En el elemento ampliado del diferencial de viga hemos puesto los esfuerzos internos en cada cara
de la seccién, no se indican los esfuerzos axiles porque son nulos al no haber ninguna carga o proyeccién horizontal de ésta, y estando
en equilibrio aplicaremos las tres ecuaciones de la estatica, y el momento lo tomaremos con respecto a un punto cualquiera situado en la

cara derecha, el "O":

IFx = Ha =0 [1]
TFy = Qy-qdx-(Qy+dQy) =0 2]
IMo = + M+ Qy.dx-(M+dM) =0 3]

RELACIONES: CARGA REPARTIDA - ESFUERZO DE CORTE - MOMENTO FLECTOR
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de [2]: dQy = -q la pendiente (tq) del diagrama del esfuerzo de corte es igual al
dx valor de la caijga distribuida cambiada de signo

de [3]: aM = Qy la pendiente (tg) del diagrama del momento flector es igual al
dx valor del esfuerzo de corte

Si en esta relacion es Qx = 0, el esfuerzo de corte tiene valor nulo, indica que el valor del momento

flector sera un maximo 6 un minimo.
DISTINTOS TIPOS DE CARGAS REPARTIDAS

carga repartida

constante q :q
—

lineal g g2

parabolade 2° q1 g2

esfuerzo de corte

funcion lineal

parabola de 2° grado

parabola de 3° grado

momento flector

paréabola de 2° grado

parabola de 3° grado

parabola de 4°grado

CALCULOS DE SOLICITACIONES INTERNAS EN ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Veremos algunos ejemplos de diferentes estructuras, en donde actlian cargas concentradas y repartidas, en las que calcularemos los
distintos esfuerzos internos: axil, corte y momento flector.

EJEMPLIO 1: Consideremos una viga isostatica simplemente apoyada, actuando en el tramo una
caraa concentrada vertical.

HA..&A . AB
$ a b A
Va L JRe
diagrama esfuerzo axil N=0 N
diagrama esfuezo de corte Va + Q
. - Rs
QA =Va L m_ M
1m /“‘-L QBi = -RB
diagrama de momento flector :
Mmax =P .a.b/L
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El primer paso es calcular las reacciones, gue las determinaremaos aplicando las ecuaciones de
equilibrio de la estatica:

ZFx = Ha =0
IFy = +Va+Rs-P=0

IMe = +ValL-Pb=0

de la ultima ecuacion: Va=+P b/L
de la segunda ecuacion es: Re=+P allL
vy de la primer ecuacion resulta: Hae = 0

Como las reacciones dieron con signo positivo, indica que los sentidos adoptados son los correctos
{en caso de gue alguna de ellas hubiera resultado con signo negativo, indica que solamente
debemos cambiar el sentido que hemos adoptado por el opuesto y tomar el valor positivo).

Calcularemos el corte y el momento en cada punto caracteristico:

esfuerzo de corie momento flector
Qad = +P b/L Ma =0
GQci = +P b/L Mc =+Vaa=+Pb.all
Qcd = +P b/L-P=-P b/L Ms =0
Qsi = -Pb/L

donde los subindices "I" v "d"” indican a izquierda y derecha, respectivamente, de la seccion
considerada.

EJEMPLO 2. Consideremos una viga isostatica, simplemente apoyada, actuando en el medio de
su tramo una carga concentrada inclinada R, de la que conocemos sus proyecciones

vertical Pv y horizontal Pr.
|:J
Pv /
ld—PH
D E

HA,, A B
- C ray
m.l m . om L 1m A
Va P i “Irs
diagrama de esfuerzo axil Ha - PH N
diagrama esfuerzo de corte Va + Q
- Re
Qa=Va [™~_ m M
diagrama de momento flector 1m \% Qsi = -Rs
Mmax=+ 2 . Va
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El primer paso es calcular las reacciones, que las calcularemos aplicando las ecuaciones de
equilibrio de la estatica:

TFy = +Va+Re-Pv=0

TMe = -Vad-Pv 2 =0

de la Uitima ecuacion: Va=+Py/ 2
de la segunda ecuacion es: Re=+Pu 2
y de |a primer ecuacion resulta: Ha = + Ps

Como [as reacciones dieron con signo positivo, indica que los sentidos adoptados son los cormectos
{en caso de que alguna de ellas hubiera resultado con signo negativo, indica que solamente
debemos cambiar el sentido gue hemos adoptado por el opuesto y tomar el valor positivo).

La unidad de medicion a considerar: carga concentrada en toneladas [t] v longitud en metros [m).

Calcularemos el esfuerzo de corte, el momento v el esfuerzo axil en cada punto caracteristico:

esfuerzo de corde momento flector esfuerzo axil
Qad = + Puf 2 Ma =0 Had = Ha compresion

Qci = + Pu2 Hesi = Ha  compresion
Ced = + Pul 2 Mz = +(Pw2).1m = +{Pw 2)tm Heod = Ha compresion
Qoi = +Pw?2 Hoi = Ha  compresion
Copd = - Puf2 Mo = +({Pw2).2m = +Pvim Hod = 0
Qei = - Pwl2 Hsi =0
Qed = - Pl 2 Me= +(Pw2).3m-Pv.1m= + (Pw2)tm Hed = 0
Qi = - Pu 2 Me = 0 Hsi =0

El diagrama de esfuerzos axiles con signo positivo cuando es traccién y negativo para compresion.
Cuando calculamos alguna solicitacion interna en un punto caracteristico 6 conflictiva, lo hacemaos un
infinitésimo a la izquierda y otro a la derecha de dicho punto, v asi tendremos dos valores que
pueden ser & no coincidentes.

EJEMPLO 3: Consideremos una ménsula empotrada por su extremo derecho y en el extremo libre
izquierdo actla una carga concentrada vertical .

l' E HE?M

=.l
A
L Ve
diagrama esfuerzo axlil nulo W=0 M
diagrama esfuerzo de corte P - WE Q
Me=-PL
diagrama de momento flector im - M
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& las reacciones & equilibranres les asignamos un sentido arbitrario, v las calcularemos aplicando
las ecuaciones de equilibrio de la estatica:

TFx = He =0 He =0
TFy = -P+¥e=10 Ye =P
TM==-PL+M =0 M=FP.L

Comao las reacciones dieron con signo positivo, indica que los sentidos adoptados son los correctos
{en caso de que alguna de ellas hubiera resultado con signo negativo, indica que solamente
debemos cambiar el sentido que hemos adoptado por el opuesto v tomar el valor positivo).

Al ser nulos los esfuerzos paralelos al eje de la barra, en este caso honzontales, no existe diagrama
de esfuerzos axiles.

Calcularemos el corte y el momento en dos puntos caracteristicos:

esfuerzo de core momento flector
Qad = -P Mas =0
CQei = -P Mz =-FP L viniendo desde la izquierda

EJEMPLO 4: Consideremos una mensula empoftrada por su extremo derecho y en el extremo libre
izquierdo actda un momento con sentido antihorario.

M (' ;I He, =) Me
L A
N ,.-”vE
diagrama de momento flector M - Me

A las reacciones ¢ equilibranrtes les asignamos un senfido arbitrario, y las calcularemos aplicando
las ecuaciones de equilibrio de la estafica:

TFx = He =0 He =0
TFy = +Ve=0 VE=10
IM=-M+Me =0 Mz =M

Como la reaccion del momento did con signo positivo, indica que el sentido adoptado es el comecto
(en caso de que alguna de ellas hubiera resultado con signo negativo, indica que soclamente
debemos cambiar el sentido que hemos adoptado por el opuesto y tomar el valor positivo).

Los diagramas de esfuerzo de core v de esfuerzo axil son nulos.
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EJEMPLO 5 Consideremos una viga isostatica, simplemente apoyada, actuando en su framo
fuerzas de igual modulo y direccion, pero de sentidos opuestos v separadas por una
cierta distancia, formando un par o momento.

Fl
este ssquema dl a |E B
a . b
- TS T E

equivale a

diagrama esfuerzo axi MN=0 N
diagrama esfuerzo de core Va - Re Q

-Rs a
im l =
diagrama de momento flecior Qa=va " = M

-Wa.a+M=+Fe b

A las reacciones o equiibranrtes ks asignamos un sentido arbitrario, v ks calcularemos aplicando
las ecuaciones de equilibrio de |a estatica

ZFx =Ha =0 Hs =0
IFy = Va+Re=0 Ws = H=
IMe = Mal+M =0 Va=+M/IL
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Ciomo las reacciones dieron con signo positive, indica que los sentidos adoptades son los comecios
{en caso de gque alguna de ellas hubiera resultado con signo negaiivo, indica que sclaments
debemos cambiar el sentido que hemos adoptado por el opuesto y tomar & valor positavo).

Fara el calculo de los momentos flectores, en los puntos conficives haremos dos calculos, uno un
infmnitésimo antes y ofro un infintésimo despues:

Mo =-Waa = -Mall
Mea = -Vaa+M=-Ma/L+M=M_(-a+L)/L=+Mb/L
En el punto "c" de 3 viga actua o momento flector M, ko que se refleia en el diagrama de momento
flector que en ese mismo punto L3 suma de los madulos de los valones de los momentos antes y
después de "o esigual a M:
M=|Vaal+ {Rebl|

EJEMPLO 6: Consideremos una wiga sosiatica, simplemente apoyada, ackando en su tamo una
canga concentrada v un momento flector.

41 2im
& 1 B
. e’
& 1m Z2m im
Wa _[' am i
diagrama esfueran axl M=0 M
Zsk + Q
diagrama esfuerzn de corte - 151
0.5 b=
Zam A ___H:‘*:H_ __Lm_ L
o 7y ‘%
diagrama de momento flechor / 1,5 =

Z,.51m Qb - -Fl

A las reaccicnes o equlibrarries les asignamos un sentdo arbitrano, ¥ las calcularemos apiicando
las ecuaciones de equilibrio de |a estatica:

EFx=Hs =0 Ha =0

+We+Ra-41 =10

ZFy

Ty = 44t Im+2Ztm-Fa d= =00

de |3 Wtima ecuacion: Fa=+15;
y de la segunda ecuacion es: Va=+251¢
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Ciomo las reacciones diensn con signo posdtive, indica que los sentidos adoptados son los comechos
{en caso de que alguna de ellas hubiera resultado con signo negativo, ndica que solaments
debemos cambiar & sentido que hemos adoptado por &l opuesto v tomar & valor positvo).
Calcutaremos el corte y 2 momento en cada punto caracteristioo:

esfiuerzo de corte mismento flecior
Cag = +25¢ Mz =10
e = + 25t Mec = 4+28f Im=+25m
ded = +25t-4t = -15t¢ Moi=+258t. 3m-4¢ . 2m = -08m
O = -15% Mod= +25t_ 3m-4t 2w+ 2tm = +15Mm
es = - 1,561
esfuerzo anil
om = -15t rado

Clbzervernos [o siguents:

1- en & punio "c” deﬂmmd&mﬁpamprmmnarﬂndeam& lo que implica gues el
momento flector pasa por un MAXiMa © Un MInEmo, &5 dedir, que antes y despues del punto "c” las
tangentes en & grafico del momento flector cambian de pendiente.

2- en & punto 0” existe un momento puntual M que interrumpe la continuidad del grafico, permo ko
desplara manteniendo la pendiente.

EJEMPLO 7: Consideremos una wiga isostatica, simplemente apoyada y con un ramo en voladzo,
acfuando en su extremo fbre actlla una cama concendrda vertical.

F
A -
C e -Eh lh
a_ A L
v ¥a
diagrama esfuerzo de core n Pall ]
F R
Me=-F
diagrama de moments flecior T - - M
asap [~ D m R im

A fas reacciones ¢ equilibranries les asignames un sentido arbitranio, v las caloularemos aphcando
ecuacones de equiibrio de la estatica:

EFx=Hs =0 Ha =0
ZFy = +Va-Ra-P =0
IMe = +Val-P.{asl)=0

de |3 dtima ecuacion” Wa=+P {a+l}/L

y de la segunda ecuacion es: Be=+P.all

Prof.: Vianna Orlando Javier Pagina 89



4 ghal

ESTRUCTURAT - EPETN°16

ey
esfuerzo de core momento flector esfuerzn axl

ed = -P Mz =10 nulo

Ou = -P Me = -P.a

g = -P+FBa = +F.all Ma= 0

Gl

+P.all

EJEMFPLD 3: Consideremos unia mensula empotrada en su extremo derecho, en su extrem libre
mauierdo hay aplicada una canga concentrada vertical y en & medio del tramo una
canza concentrada incinada en la gue s& indican sUs DOVECCIONES.

F'I !Pf L
c _.'-}H
RN B P .>n‘

Wa
diagrama esfuerzo axi + Hs
diagrama esfuerzn de core Wi

im
LT
diagrama de momento flecior -P.a - -3P.a
im |
acap

& las reacciones & equilibranries kes asignamos un sentdo arbitranio, ¥ las calcularemos aplicando
las ecuaciones de equilibrio de la estatica:

IFx = +Ha-H =0
LFy = -P-P+Vea =0

IMe =-P.2a-Pa+M =10

de |la primer ecuacion resultac Hs = +H
de la segunda ecuacion es: VMa=422F
y de la dltima ecuacion: M=+32F.a

Ciormio |as reacciones Ha, Ve y M dieron con signo positivo, indica que bos sentidos adoptados son
los cormectos (en caso de que alguna de ellas hubsera resulfado con sentido negativo, indica que
solo debernos cambar & sentide que hemos adoptado por & opuwests v tomar el valor posiiva).

Calcularermos el corte y &l momento en cada punto caracteristico:

esfuerzo de corte momento flector
Qca = -P M: =10
Qm =-P

Ms =-Pa
Owd = -2P
S =-2P M= -3P.a
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DIAGRAMA ENVOLVENTE DE MOMENTOS FLECTORES

Imagmemos una viga sostatica simplemente apoyada, ¥ con uUna carga concentrada gue se va
desplazando de un apoyo hasta el otro, pasando por todos los puntos ded tramo.

Para cada ubicacion de la carga tendremos un valor maximo del momento flecior, y ahora si unimos
rrediante wna curva a todos estos punios de valores l‘I'IEL'l:l'I"I-IZrE tendremos ko que se llama envolvenis
de los mormentos flectores, curva que en general s una parabola.

EJEMPLO & Consideremos un potico simple consStuido por una sola chapa, con un tramo vertical
wotro horizontal, con sus extremos apoyvados en vinculos, wtno simple y oiro doble, y
actuando una camga concentrada horizontal en ks uson de los Famos.

Vames a analzar al portico en cada uno de sus framos, en forma separada

Con respecto a los signos, recordemos |a convencson adoptada gue o observador se ubica siempre
debapo ded elemento estructural, pero en & caso de una bama vertical, s2 adopta esiar a la derecha,
ze lo indica mediante & simbolo &0

El prirmer paso consiste en determingr las reacsones por medio de |as res ecuaciones de eguilibno
de la estatica, para elio las ubicaremos en & esquema estructural dandoles un sentido arfbtaro:

IFx =0 TFx = P-Hy =0 Ha=P
ZFy =0 TFy = Ra-Va=10 Va = Rs
IM=10 IMc=+Ph-Rs.L=10 Be =P hil

Ciomo las reacciones dieron con signo positivo, indica gue los sentidos adopiados son los comecios
{en caso de que alguna de elas hubiera resultado con signo negativo, ndica que solaments
debemos cambiar el sentido que hemos adoptado por el opuesto y tomar & valor positao).

l‘.‘-'l y— —':' 5 FI—-*-

o

-
@ 2
lee

+ £ G |h
o

= . . ot kv

M esfuerzo Q esfusrzo M momento ,l,
axil de corte flactor Ve
ftraccion)
M C M=0 El
c E
o Wa I IHn
C =

M =
P.h
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Equilibrio del nudo "™

Re=F hil
-
M=F h
e

M=F .
V=P hiL

venficamos que el nudo "C” esta es equilibro, y las tres ecuaciones de |a estatica deben ser nulas:
EFx =10 EFy =10 EM =10

EJEMPLD 10: Considerernos un elemento estructurad vertical empotrado en su extremo inferior, gue
contiens a menzulas en cuyos extremos fbres actian cargas concenfradas

canstiuvendo todo una sola chapa
l*l::
O

M=z trnk.j.-ﬁr
e=1E L

Vamos a analizar 5 esta estructura en cads uno de sus framos, en fomea separada.

Cion respecto 3 los signos, recoedemcs que el chsenador 52 ubsca sempee debajo del elemento
estructural, pero en & caso de una barma vertical, por convencion se adopta estar a la derecha,

indicado mediante & simbolc 2

El primer paso consiste en determinar kas reaccones por medio de |as tres ecuaciones de equilibno
de la estatica, para ello las ubcaremos en & esguema estructural dandoles un sentido arbirano:

Prof.: Vianna Orlando Javier Pagina 92



4 ghal

ESTRUCTURAT - EPETN°16

ey
TFx =10 TFx = +8t-Ha =10 Ha = 5§

TFy =10 ITFy = +Wa -10t-2t-3t =10 Vs = 15%¢
IM =10 Ehy = +2t.0m + 3. 1= +5¢ . 4= 0. 3m + Ma =0 Ma = 6tm

Ciomio las reacciones dieron con signo positivo, indica que los sentidos adoptados son los comecios
{en caso de que alguna de elas hubiera resultado con signo negativo, mdica que solamente
debemos cambiar & sentido que hemos adoptado por el cpuesto y tomar & valor positivo).
Analzaremos las mensulas por separado, e remos desde el extremo Fore hacia &l empotramiento:

diagrama esfuerzo axil C ] o £ E =

N=0 N=0 [+ ]5¢
c o T . F

diagrama esfusrzo de corte - o z z &
10t 10t
30 tm
diagrama mermento flector 3 :mb 31mE.
c o D E 8 F

T aL 2
£
l:n
L B c B B
G £t 25 tm Ztm
=
th__'t I'I.
E —— ]
Ha=ct b
Ma=z tm -
I esfuezo momento
Wa=12t de corfe flector

Equilibrio del nudo "D™ verfficamos |as tres ecuaciones de la estatica deben ser nulas:

TFx =0 TFy =0 IM=10
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zraficamos & equilibric deld nudo o
30tm (-ﬂlr‘ nudg O 2t 2

121

28 tm

EJEMPLO 11: Consideremos una viga sostatica smplemente apoyada, actuando una camga
uniformemente distribuida en toda su longrud,

Las tres reacciones o equilibrantes |as determinamos con |as tres ecuaciones de La estatica:

A q =
Ha=ll =ik ?
Wa L IHE
diagrama esfeerzo axil nulo _ =0
'ﬂl._“'_-_
I m
WVa £
diagrama esfusrzo de core L
E [ o - jR=
I
Ghmvk |
diagrama momento Tector 1m

Va v R en &l grafico de momento flector deben dhujarse en [a escala de momentos

TFx=0 Ha=0
TFRy=10 Wa+Ha-g.L=0
T Ma=0 Va.L-(gl). L2=0
de la tercer ecuacion despsiamos Wi Va=g.L!2
y de la segunda ecuacion cbtenemes Re: Re=q.lL/2
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w
Determinarernos el esfuerzo de corte y el momento fector para distintos puntos de la estructura:
esfuerzo de corte rnomento Sector
Qed=#Va=+g. L2 Ma=10
G =+Va-g. L2=10 Me=+Va l2-(g. L2 L4 =g.L°
Qed=4+Va-g. L2=0 htﬁﬂu:inrdelmrminmfﬂimiﬂ'
dai=+VWa-g.L=-g.L2=-\s Me=10

La curva del momento fiector es una parabola de 2° grado, y su construccion se reduce a que
conocadas dos tangentes act y ©°E, ﬁelaﬁm.ltrdwdeenpartemg;dﬁyiemlmnmbcﬁ
commespondientes 1- 1, 2- 2 y 3- 3, teniendo en cuenta gque oo =ccm=q.L7 (B, asi obitenemos ka

enu-:iwntealapaal:ﬂh y por trigonometria:

iga = co = 2qL°/8 =gl = +Va = Ga e rquerds 3 derscha

AT LiZ 2 im 1m pendi=nte hacla sbajo

st llevamos a partir de A sobre el eje "x” 1 m hacia la zquerda y seguido de Qag=Va con su senbido
sobre & eje "y (postive haca amiba) obtendremos & angulo = de ks tangente a ka parabola en =
puntz & Ahora hatemos kb mismo para & punto B y legamos a:

tgp = cc” =+Va-q.L = -Rn = Qu de [mguierda a derscha
B 1m im 1m pendiEnie hacla arisa

si llevamos a partir de g sobre & efe "% 1 = hacia |a =ouerda y seguido de Qs=Hs con su sentioo
sobre & gje Y [negative  hacia abaio) obtendremeos el anguio B de la tangente ala parabola en &
puntc 2.

EJEMPFLD 12: Consideremaos una mensuia empotrada en su extremo derecho v libre en el Zguierdo,
actuando una carga parcial uniformemente distribuida.

i
A ] I %
X
3 q1|.|'-:
diagrama esfusao axil M=0 |
'“-J:_.'::
diagrama esfuero de corts q.a
Wt
1m
Choif
diagrama momento fiector 1 m Qe = i
Cail -
. parsbola 2 recta
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Las tres reacciones ¢ equilibrantes las determinamos con |as tres ecuadiones de k3 estatica:

LFx=0 H==10

TFy=0 Ve-gqa=0 Me=g.a
Thc=10 Mc-{g.a).3alz=0 Mc=-3 .gafz
esfuerso de core: momento fector
Qed=10 M.=0
Tramo AB (para x variando enfre 0 y aj
Qen=-q % wvanacon ineal frecta) Men=-iqg %) x/2=-q x*/2 parsbolade?”
Cmi=-q.a Ma= -q.a*f2
Qwd=-g.3
Tramo ec {para x vanando entre 3 y 2a);
Cee =-g .3 constante Mec =-{g.a) {x-a/2) wvariacion lineal (recta)
Jo=-q.a Mc=-3.gafz

EJEMPLO 13: Consideremos una viga isostatica simplements apoyada, actuando una carga
unifernemente distribuida en toda su longitud y una carga concentrada wertical,

I-I"'
Ha=0, g

Vg T

diagama esfusrzo ail k=0
af

Las tres reacciones ¢ equilibrantes |as determinamos con las tres ecuaciones de la estatica;

LFx=0 He=10
ZTFRy=0 Va+Ra-P-gqL=0
IMa=0 Va.L-Pb-{gL).L2=0
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-
de |a tercer ecuacon despejamos Ve Va=P bl/L+g Li2
y de la segunda ecuacion obtenemos Re: = '
Vs y Re en o grafico de momento flector deben dibujarse en la escala de momentos.
esfuerzn de cone: miomenio flecior
ed=+Wa=P b/L+g.L2 Me =10
Qa=+WVa-g.a Mc=+Va a-{g.ajar
Qea=+Va-gqa-P M: es el valor del momento maximo oo
Qui=+Va-q.L-P=-Rs Mo =10

La construccion de |a curva de momento flecior comesponde a dos parabolas de 2° grado:

1) Az para & tramo ac, formada por las tangenies en A y en o, esta Ulima tangente s= determina
tomando 1m horizontal a la izqueerda de o v a continuacion (en escala del diagrama del
momento fector] llevamos en wertical Gl con su sentido {postvo haca amba), obteniendo el
punio o y unido con ¢ es a fangente buscada.

El dibujo de la paraboia entre las tangentes AD y oo se realiza como en el gemplo 1.

2) o= para & framo ce, formada por las tangentes en o y en g, |3 primer tangente se determina
tomando 1m horizontal a la izqueerda de o v a continuacion (en escala del diagrama del
mornento Sector] levarmos en wertical Ced con su senbdo (negative hacia abajo) cbteniendo &
puric E ¥ unido con o es la tangente buscada.

El dibujo de la parabola entre las tangentes oE y E5° 52 realiza como en & sjemplo 1.

L3 cwrva de momenio fector no presenta continuidad en el punte o, s decir que 3 izguierda y 3
derecha ienemos dos tangantes distintas.

EJEMPLO 14: Consideremes una viga isostatica simplemente apoyada, actuando en toda su
longitud una carga distribuida lineal w variable desde 0 hasta q.

El walor de |a resultants R equivalente 3 | carga repartida triangular es simplemente su area:
R=gq.L{2 supsrici= del tiénguio
ubicada en |a vertical a distancia de 293 L ol apoyoaya 13 Las e

Las tres reacciones o equilibrantes se determina con las tres ecuaciones de |a estatica

LFx=0 Ha=10

T Fy=1 Va+Ra-R=0

ZMa=0 Ve . L-R.LEA=0
de [a tercer ecuacion despejamos Ve Va=RI3
y de la segunda ecuacion obtenemos Re: Ra= 213 R
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Rs
diagama esfusrzo axil M=D )|
tg &n A=l - S
"n."AI +
diagrarma esfusrzo de corte Xo -
{lg con valor de g an =scala de corte)
i WJR=
“igem B
s Y
= ]
diagrama de momento Sector 1 T + Mow: [ @B
[ybores de Ve § BE an escala de momenios| __r" fgm=n B

Para caloular & valor de una solicitacion {2l corte, momento | dentro del framo con carga repartida
no debemos tener en cuenta a la resultante B, y solo consideraremos I porcion de carga distribuida

Que comesponda,

Previamente calcularemos & valor de la carga distribuida en & punto en donde queremos calcular un
esfuerzn, &s decir, que para una distancia "x” tendremas un valor 'ge” que resolvemos por tianguios
SEMEENEs

o =g despejando = g.x
1 L L
gsfuerzo de core: momente flecior
=1 Gy =10 Ma =10
Ciag =+ Wa
d=x< L Qx = +Wa - x.qu/2 My =+ Ve x-(2. qui2) . x/3
x=L O =+ WVa-R Ma=0
g =10

Si queremos determinar el valor del momento maxime, primero tenemos que calcular ka distancia xo
en donde el esfuerzo de core es nulo (punto c):

X=X Co =+ Va-%0 .qu/2=0
reemplazando Va v ge por kos valores hallados. simpdficando y despejando xo resulta:
%= LIJ3 =057L
reemplazando Va y xo por los valores hallados y ssmpfficando resultss M = Mmax

Mmax=+Va Xo- (%0 .qu!2) . x/3 =73 q_L*/27=q_L%/ 158
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EJEMPLO 15: Consideremos una wiga sostatica simplemente apoyada, actuando una carga
distribuida lineal de forma trapecial en toda su longitud, siendo g = carga repartida
£ A W oe = caraa recartida total en g,

diagrama de esfusrzo aul

diagrama esfusrzo de corte im JVa

{valor de g& Y g8 &n eoCas de cofe)

e b

Gamya 17

1}

diagrama de momenio Sector

[valores d= V& ¥ VB =n =scala de momenios )

A I3 carga repartida frapecial la subdividimos en superficies conocidas en donde sabemos |a
ubicacion de sus resuitantes parciales:
Ri=ga_L superficie del rectangulo
Rz=(ge-ga).L/2 superficie def tianguio

Las tres reacciones o equilibrantes se determina con las tres ecuaciones de la estatica

T Fx=0 Ha=10

ZFy=0 Va+Ra-Ri-Rz=10

TMa=10 Va.L-R1 L2-Rz L2=0
de [a tercer ecuacion despejamos Wa: Ve=Raf2s+Rz/3
y de la sequnda ecuacion obtenemos Ve Re= Ra/24+23 Ra

Para calcular & valor de una solicitacion {axil, corte, momento] dentro del tramo con carga repartida.
no debemos tener en cuenta a las resuftantes R1 y Rz, y solo consideraremos |a porcion de canga
distribuida que comesponda

Previamente calcularemos & valor de la carga distribuida en &l punto en donde queremos calcular un
esfuerzo intemo, sea, gque para una distancia v tendremos un vaior g para |a carga fangular, ¥
un vakor g para la carga rectangular:
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gr= gu-gs gr= x.(ge-ga) cangatriangularen "x”
P L - L TG
para cbtener la resultante de |3 canga repartida en "x" simplemente sumamos estas cargas parciales
O = g + o=

es decir, podemos desarcliar & trabajo consderando los ejemplos 1y 2, caboulando los esfuerzos en
forma independiente y luego sumames los comespondientes a cada seccion del ka estructura,

Ceterminaremos las solictacionss intemas para distintos puntos:

esfuerzo de core miomento fector
x =10 Qa =0 M.=0

Qad =+ Va
D=x=< L G = #Va - x g8 -x.gel2 Mc =+Vax-(x g} x/2-(x.gel2}x/3
x=L Qe =+Va-R

Clsd =10 Me=10

5i que queremos determinar &f valor del momento maximo, tenemos que calouar 3 distancia xo en

donde & esfusrzo de corte es nulo {punte <), ¥ luepgo calcular & momente M=Mms para este valor xo,
de [a misma manera que la realzada en el gjemicio anisnor

RESISTENCIA DE MATERIALES
En estatica se trabaja con cuerpos rigidos (indeformables) y nos ocuparemos de fuerzas exteriores.

En resistencia de materiales admitimos la deformabilidad del material sometido a cargas exteriores y podremos determinar los esfuerzos internos.
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El estudio de la estructura abarca el calculo de reacciones de vinculos (ya visto anteriormente), solicitaciones internas (momentos flectores, esfuerzos
de corte y axiles, que veremos mas adelante), determinaremos el dimensionado y debemos realizar la comprobacién de que ese material resista a las
cargas exteriores a que estd sometido. Para dimensionar las piezas de la estructura, debemos conocer el material y a que tipo de esfuerzos estan
sometidas.

TIPOS DE ESFUERZOS:

] - — f—

traccion compresion
(las fibras se alargan) (las fibras se acortan)
‘*H—ﬂ____l__._raﬂf’ ()
S — 3= I
- A f%
..--'“'"I.
flexion corte
&n este caso en este caso se produce en la seccion del
las fibras superiores se acortan vastago del remache que coincide con el
las fibras inferiores se alargan plano aa, los esfuerzos en las bamras son

son de fraccion (pueden ser de compresion)

1
C—— c——

torsion flexo-torsion
las fibras horizontales rectas las fibras horizontales rectas
pasan a ser lineas alabeadas pasan a ser lineas alabeadas

por torsion y curvadas por flexion

Luego de dimensionada la estructura, hay que efectuar el cdlculo de las deformaciones para saber si estdn dentro de los limites razonables y
tolerables de acuerdo a las reglamentaciones vigentes, por ejemplo las flechas.

Ademas mediante el célculo de deformaciones, permite resolver sistemas hiperestaticos, que veremos mas adelante.
ESFUERZOS INTERNOS:

Es el efecto que producen las cargas externas y actlan dentro del material de la estructura.

CARGAS EXTERNAS

Son las que actlan exteriormente sobre la estructura, y pueden ser:

cargas concentradas: unidad de medicidén: unidad de fuerza, ( kg, t)

cargas repartidas: unidad de medicién: unidad de fuerza por unidad de longitud, ( kg/m, t/cm.)

pares de fuerzas (momentos): unidad de medicién: unidades de fuerza y de longitud, ( kgcm, tm)

Las cargas concentradas se representan por medio de vectores, como ya hemos visto en el dictado de la primer clase tedrica de este curso.
Las cargas repartidas pueden ser uniforme o de variacion lineal, se representan por medio de una superficie que las contenga, actuando sobre la
estructura siendo el sentido la carga dirigida hacia el eje de la estructura, y en casos confusos debe indicarse el sentido.

CLASES DE CARGAS

Pueden ser de acuerdo a su uso 6 a condiciones que impone la naturaleza, por ej.:
1) permanentes ( peso propio)
2)  sobrecargas utiles (alumnos en aulas, muebles, carga de materiales en maquinas industriales)
3) accidentales ( pueden estar 6 no, aparecer y desaparecer, viento, nieve, sismo )

TEMPERATURA

El efecto de la variacién de temperatura en un elemento 6 en toda la estructura es:
1)  unaumento de temperatura produce dilatacién 6 aumento de la longitud o volumen
2)  una disminucion de temperatura produce disminucion de la longitud o volumen
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Estas deformaciones originan esfuerzos que los llamaremos esfuerzos térmicos.
El efecto de temperatura en las estructuras isostaticas solo produce variacion de longitud, y en las estructuras hiperestaticas produce esfuerzos axiles
internos.

EJEMPLO 1: consideremos una viga isostatica, simplemente apoyada, longitud L, constituida por
una barra metalica, de peso despreciahle, v a la que le aumentamos |la femperatura.

Como en el extremo & hay un apoyo doble, este es un punto fijo & inmadvil, por lo tanto, el aumento de
temperatura + atincrementa la longitud L en aL, v solo es posible el desplazamiento del punto e a la
posicion B
ﬂ‘ direccion del desplazamiento de B a B
A sk B Lp

I

f

‘-\.l

L [~ aL 7|

Para calcular la variacion de longitud, simplemente aplicamos:

| Al =o L. At |

o = coeficiente de dilatacion lineal del material, se encuentra tabulado
L = longitud original de la pieza estructural
Al = variacion de longitud de la pieza estructural

EJEMPLO 2: consideremos la misma barra metalica del ejemplo anterior, a 1a que le disminuimos la
temperatura mediante un enfriamisnto.

Como en el extremo & hay un apoyo doble, este es un punto fijo & inmavil, por lo tanto, la disminucion
de temperatura - a: decrementa la longitud L en aL, v solo es posible el desplazamienio del punto s a
la posicion .
direccion del desplazamiento de B a B"
- Bm 2 g
| AL
I L

e

Para calcular la variacion de longitud, simplemente aplicamos la misms formula anterior:

| _\.L=-c:-..L._1t|

y solo le anteponemos el signo negativo, gue indica disminucion & acortamiento.

BARRAS
Son elementos en donde una de sus dimensiones es mucho mayor que las otras dos.

ESFUERZOS AXILES: TRACCION Y COMPRESION

Traccion es cuando a una barra se la somete en sus extremos a dos fuerzas de igual intensidad y de distinto sentido, de manera que se alejen, y la
longitud original aumenta.

Compresidn es cuando a una barra se la somete en sus extremos a dos fuerzas de igual intensidad pero de distinto sentido, de manera que se
acerquen, y la longitud original disminuye.
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F — —— F F—s fp— F

BARRA TRACCIOMADA BARRA COMFRIMIDA

BARRA CON UN EXTREMO EMPOTRADO Y OTRO LIBRE
Analizaremos el caso de una barra vertical, empotrada en el extremo superior y aplicada una fuerza de tracciéon en el extremo inferior libre.

——— — P A
Pz
L
P1
|
jL{ |
I
! >
P O ALr ALz AL
P
barra ariginal barra deformadpa diagrama carga - deformacion

La barra original iene una longitud L, debido al efecto de la carga P se producira un alargamiento aL.
& medida que vamos incrementando la carga, partiendo desde el minimo valor, para una posicion
F1se tendra un alargamiento aL1, v para la carga Fz2 se tendra el comespondiente alargamiento aLz.

La representacion grafica en un diagrama carga - deformacion, permite determinar una sucesion de
puntos que partiendo desde el origen y hasta un cierto limite, forman una linea recta, la que indica
gue existe proporcionalidad entre la carga vy la deformacion.

Hooke establecid la proporcionalidad entre una deformacion cualquiera v la fuerza gue la produce:

¢ = constante de proporcionalidad

Esta fuerza P es de traccion y por lo tanto producira un aumento de longitud, vy 51 esta fuerza es de
compresion llevara signo negativo y tendremos una disminucion de longitud.
TENSION NORMAL
La definimos como la fuerza por unidad de area:
o=P/A unidades: kg/cm? ;t/cm?
ALARGAMIENTO UNITARIO O ESPECIFICO
Se define como alargamiento por unidad de longitud:

e=ALJL
LEY DE HOOKE

Hooke establecié la proporcionalidad entre una deformacidn unitaria y la tension que la produce:
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E= Q. T [1] Ol = constante de proporcionalidad
La forma usual de esta constante de proporionalidad es considerar su inversa, es decir:

siendo E = modulo de Young o modulo de elasticidad longitudinal del material.

por lo tanto la ecuacion [ 1] se puede escrribir asi:
T=E. LEY DE HOOKE

Representando graficamente a esta ecuacidn, veremos gue mantiene la misma forma que el
diagrama anterior de carga - deformacion:

o

o2

diagrama tension - deformacion unitaria
&1

w

O ALUL  Al2L E=ALL

Si despejamos de la Qltima ecuacion al médulo de elasticidad longitudinal E, nos queda:

| E=glz=tgp |

Es decir, que la tangente del angulo de |la recta del diagrama tension - deformacion unitaria es igual
al madulo de elasticidad E.

Se concluye observando los dos diagramas diremos que esta ley es vélida solamente en el periodo de proporcionalidad, es decir, mientras se
mantenga la recta, ya que cuando se prosiga aumentando la carga, la recta pasa a ser curva y entonces esta ley no es valida.

DIAGRAMA TENSIONES - DEFORMACIONES PARA ACERO A37

Consideremos a una barra de acero A37 a la que sometemos a un ensayo de traccidén, y vamos graficando para cada tensién aplicada, las
deformaciones unitarias correspondientes, y asi obtenemos la curva caracteristica para este acero:
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S A

Zona zona
L elastica _ plastica

Fmae

Grotura
ot
Gp

Veamos los valores de |as tensiones indicadas en el diagrama:

omax = 3.700 kg / cm® (A3T) tension normal maxima punto D
gt = 2.400 kg | cm? tension de fluencia punto A’
op =08cp=1920kg/ecm® tension de proporcionalidad punto A

Zona de comportamiento elastico:
Si cargamos a la barra manteniéndonos dentro de la zona eldstica, aumentando la tension desde O hasta A se produciran los alargamientos
correspondientes y si ahora procedemos a descargarla viniendo por la recta desde A hasta O, la barra vuelve a su longitud inicial.

Zona de comportamiento plastico:

Si seguimos cargando la barra aumentando la tension desde A hasta D se produciran los alargamientos correspondientes, por ejemplo si llegamos al
punto B tendremos la deformacion unitaria OC' y si ahora procedemos a descargarla veremos que se produce a través de la recta BC, paralela a OA,
desde B hacia C, es decir que no vuelve a O, y por lo tanto queda una deformacién permanente OC, es decir, que la longitud serd mayor a la original.
Si ahora se retoma la carga, lo hara a través de la recta CB' y a continuacion retoma la curva desde B' hasta Dy D'.

Punto de estriccion
En el punto de tensién maxima D es cuando en la barra se produce lo que se llama estriccion, es decir, reduccién importante de la seccidn, a partir de
alli la tensién disminuye y aumenta considerablemente la deformacion, llegando a la rotura de la barra en el punto D'.

DIAGRAMA TENSIONES - DEFORMACIONES PARA OTROS MATERIALES
Hay otros materiales para los cuales el diagrama s - e es practicamente una curva continua, lo que significa que no hay un limite de fluencia definido.

G A pronce

Ol
i
I

-

fundicion
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Las curvas que se acercan al eje de las tensiones normales s indican materiales fragiles.
Las curvas que se acercan al eje de las deformaciones e indican materiales deformables.

CLASIFICACION DE LOS MATERIALES
Por su comportamiento los podemos clasificar en tres tipos:
a) materiales fragiles 6 quebradizos: son los que para grandes valores de tensiones s, hay pequefios valores de la deformacion e, o sea muy
poco periodo elastico, fluencia no definida. Ejemplo: fundicién, vidrio.
b)  materiales ductiles: eldsticos, fluencia pronunciada, ruptura con contraccidn de la seccidn transversal. Ejemplo: acero dulce y aleaciones,
cobre, bronce, aluminio.

c) materiales pldsticos: pequefia elasticidad, para pequefias tensiones s, se producen grandes deformaciones e permanentes. Ejemplo:
plomo, arcilla, asfalto.

TENSION CONVENCIONAL DE FLUENCIA
Consideremos un material que no tenga definida la zona de fluencia (como el acero A37) y trazamos la tangente a la curva en su punto inicial.

tangente a la curva en el origen
;
J.-’ curva del material
0102 -

'

/
/

4 !
>
O £ = [,002 z

La Sociedad Americana de Ensayos define por convencién a la tension de fluencia al valor que corresponda a una deformacion unitaria e = 0,2 %,
valor adoptado por los Reglamentos argentinos.

Para estos casos se define a la tensidn de fluencia como la tension que produce una deformacidn unitaria permanente, que se fija en 0,2 % que
equivaleae=2mm/m.

La carga que puede recibir deberd ser tal que la tensidén que provoque, no sea mayor a la tension convencional de fluencia of 0,2 para no pasar a la
que se define como zona plastica.

MODULO DE ELASTICIDAD LONGITUDINAL

De acuerdo a la deformacidn producida en el elemento a ensayar se tendra:

= | F—rF F —s] j—F

BARRA TRACCIONADA BARRA COMPRIMIDA

Recordemos a la Ley de Hooke: G=E.

E = mddulo de elasticidad longitudinal (6 simple), de aplicacion en los célculos de deformaciones en elementos cuyas tensiones normales son de
traccion y/o compresion.

MODULO DE ELASTICIDAD TRANSVERSAL

Consideremos un elemento de seccion rectangular, cuya cara inferior esta empotrada y en su cara

superior actia una fuerza de corte que produce en las caras verticales una deformacion en un
angulo 7.

i Y (gama) angulo de deformacion
seccion de una barra T T (tau) tension tangencial de corte
empoirada - libre

R = R = reaccion del empotamiento { = F)

G = modulo de elasticidad frangversal, de aplicacion en los calculos de deformaciones en elementos
sometidos a corte y/o torsion, en donde la deformacion es angular.

Es formula similar a la ley de Hooke, pero en este caso para torsion interviene el module de
elasticidad transversal G

[=5]
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CURVAS TENSIONES - DEFORMACIONES PARA DISTINTOS MATERIALES

Recordemos que el angulo « de la tangente a la curva en el origen con respecto al eje horizontal
equivale al valor del médulo de elasticidad longitudinal E, v por 1a ley de Hooke & ==z . E tendremos:

| E=c e=tgu |
G A fragil
ductil
(]
F.
F L tangente a una curva
J,.'ren el origen
!
plastico fogcurva
& )
T o
- v =
Q £ z 0] £ z

Cada material tiene sus madulos de elasticidad E y G correspondientes, veamos algunos valores:

MATERIAL E (kg /cm?) G (kg s eme)
3cero 2.100.000 . 810.000
cobre 1.300.000 . 425.000
bronce 1.100.000 . 450.000
laton 970.000 . 360.000
aluminio 720000 . 200.000
hormigdn comprimido 300.000

madera dura 100.000 .

madera hlanda 70000 .

En el grafico tensiones - deformaciones para distintos materiales se observa que para una misma
deformacion unitaria =, a mayor valor de E, resistira mas tension antes de llegar a la fluencia,y la

recta de proporcionalidad es mas empinada.

CURVAS TENSIONES DEFORMACIONES DE MATERIALES CON IGUAL ALARGAMIENTO

Consideremos dos barras de distinto material, una de acero y otra de cobre, con sus extremos superiores adosados a una viga 6 a una losa, y de sus
extremos inferiores sostienen un peso el que solo puede desplazarse verticalmente, es decir, que no puede girar ni desplazarse horizontalmente.
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I 3 I L
acero
ACEro cobre ACErD cobre
L ga |
. cobre
~ |
| 1 | Al e |
¥ T 1 | |
|
F ! .
P ] 3 E
posicion original posicion deformada

De esta manera los alargamientos de las bamas de acero y cobre son|iguales:

Ala = ale AlalL = aleflL Ea= Ec

como Ea = Ecyrecordando la ley de Hooke o =:.E deberd serca > oc situacion que se
confirma en el grafico con las curvas para los dos materiales.

TENSIONES ADMISIBLES Y CARGAS ADMISIBLES

En todos los calculos que realicemos, siempre se trabaja con las tensiones admisibles cad, que es la que admite con cierto criterio un margen de
seguridad y no debemos a pasar del régimen elastico, es decir, que nunca debemos llegar al valor de fluencia y ni mucho menos a la rotura.

Fad = Of

gad = arfly Y (gama} = coeficients de seguridad

ivaria de 1,25 a 4}

COEFICIENTE DE SEGURIDAD

COENCIente Je Segunaada ¥ (gama) aependae ae QISunias conaicionas, como ser:
proyecto: para cargas permanentes el y es mayor
para cargas aleatorias u ocasionales el v s menaor
elementos estructurales: a mayor control de fabricacion el v es menor (aceros especiales)
a menor control de fabricacion (hormigones) el y es mayor
montaje:  pueden aparecer tensiones adicionales

DIMENSIONADO POR EL METODO DE LA TENSION ADMISIBLE
En este método, siempre se utiliza la carga real, calcularemos la tensién de la pieza y la debemos comparar con la tensién admisible del material.

La tensidn real de la pieza, no debera superar en valor a la tensiéon admisible del material, en caso contrario debera rehacer se el calculo aumentando
su seccion 6 variando el material.

Como ejemplo consideremos un elemento estructural de un material conocido, de seccién A y sometido a un esfuerzo axil de traccion mediante una
fuerza 6 carga P.

Lo primero que debemos hacer es verificar que la tensién normal de célculo no supere a la tensidon admisible del material y luego proceder al
dimensionado del elemento estructural.

a)  Verificacion: Debemos calcular la tensidn a la que esta sometida la pieza

g = PIA = ca

y esta tension debera ser no mayor al valor de la tensién admisible del material de la pieza.

Si esta desigualdad no se cumple, y si mantenemos la carga, se debera aumentar la seccidn y repetir el calculo hasta que la dltima desigualdad se
cumpla.
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b) Dimensionado: En primera instancia debemos pre-dimensionar la seccion de la pieza teniendo en cuenta la desigualdad anterior:

I A minmo = P | Gad I

asi determinamos la seccién minima necesaria, podremos adoptar ésta ¢ alguna seccidon inmediatamente superior.

VARIACIONES DE LONGITUD

Siempre que calculemos un alargamiento o un acortamiento de una pieza estructural (por ejemplo por la ley de Hooke), éste no deberd ser mayor al
valor admisible dado por reglamentos y normas en funcién de la longitud original, en caso contrario se debera redimensionar la seccion.

Nota:

a) Hemos estudiando un elemento sometido a traccion, pero si se tratara de un esfuerzo de compresion utilizaremos su valor absoluto y
emplearemos las férmulas antes descriptas.

b) Cada elemento estructural debera ser verificado de que la tensién normal sea no mayor a la admisible del material.

Todo lo relacionado con el dimensionado y variaciones de longitud de elementos estructurales, utilizacién de tensiones admisibles oad, médulos de
elasticidad Ey G, sera tratado en las siguientes clases tedricas.

ESFUERZO AXIL

En una barra, es la solicitacidn paralela al eje de la barra, es decir, en una seccidn determinada es la fuerza axil resultante que actta a un lado y al otro
del elemento estructural, paralela el eje del mismo y por lo tanto perpendicular a la seccién considerada.

T fuerzas normales a un lado & al otro de la seccidn considerada
T fuerzas paralelas al eje de la harra a un lado & al otro de la seccidn

N=3

TENSION NORMAL
En una determinada seccion de un elemento estructural, es el esfuerzo axil por unidad de area, es decir, el esfuerzo axil dividido por el drea en donde
actua.

5: esfuerzo axl
g = S/A &: seccion de la bara

VARIACION DE LONGITUD
Es el alargamiento 6 acortamiento que puede experimentar un elemento estructural.
Si se encuentra sometido a la accion de un esfuerzo axil, aplicaremos para el célculo la siguiente ecuacion:

al=8.L = oL
E

—

Ley de HOOKE L: lengitud original del elemento
E: mddulo de elasticidad longitudinal

T
m

1 5i esta sometido al efecto de temperatura utilizaremos para el calculo |a siguiente ecuacion:
. cpeficiente dedilatacién lineal

I AL= o L. at I AT variacion de temperatura
reamos algunos valores del coeficiente de dilatacion lineal o cuya unidad se expresaen (1/C° )
acero 12 x 10~
hormigon 12 x 10~
cobre 16 x 10—
aluminio 24 x 10—

ESTRUCTURAS ISOSTATICAS

Son las estructuras en donde las equilibrante pueden determinarse solo con las tres ecuaciones de la estatica, y eventualmente con las ecuaciones
adicionales que provea cada uno de los vinculos internos que integran el conjunto estructural, donde tendremos igual nimero de ecuaciones que de
incognitas.

ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS
Son las estructuras en donde las equilibrante no pueden determinarse solo con las ecuaciones de la estatica, ya que el numero de incégnitas es
mayor, por lo que es necesario adicionarle ecuaciones de congruencia 6 de deformacién, de manera que la totalidad de las ecuaciones sea igual al

ndmero de incdgnitas.

Todo esto que hemos visto lo vamos a ir aplicando a la resolucidn de ejercicios practicos, que ayudaran mejor a la comprension de las deformaciones
que se sucedan en cada caso.
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EJEMPLO 1: Consigeremos una estructura sostabca fommada por una bama oe matenal conocsoo,
empoirada en e exiremo supernior ¥ con una fuerza vertical en & exiremo libre inferior.
Aty

¥
+ X
] o
F
Cigtos longihud d= i3 barma IMI ia3s: A dres de bx secrian de la barrs
faerra aplicada Al varacion de longiud de i3 bamro

rbdulc de sasticidad ded materis!
peod =apec oo dei steno ige garal
Bnsidn mdmisbde ol makerk

@~ men

Determinaremos A a partir del calcudo de |a tension normal &n el slemento estructural de longited Y

oy = F + Ayy Ay = unlurmen
A A (A.y) . 7 = p=co de la bama d= longiud "y"

donde & primer temmino es 2l efecto de la canga y & segundo t&rmino el del peso propio.
El walor maximo de la tension nonmial es cuando L3 longitud es maxima, es decr y = L, que debe ser

menor & igual 3 la tension admisible del material, y de esta desigualdad despejamos la seccion
minima mecesana A

+
.

ALy = e

Para determinar la vanacion de longtud de la barma, en este caso alargamiento, tendremos en cuenta
la Ley de HOOKE, y sienda F = 5, para elfo ahora analizaremos un elemento diferencal de aftura dy,
y considerando su pesac
My = m.tv =(E +A.¥.v ) 1 o
E A A E

es & alargamiento def elemento de altura 4y, integrando esta ecuacion entre 0 yL, ysacando a las
constantes Ay E fuera de 3 integral, resulta

d=Jay = 1 J(F+rA.y.y} oy
AE
d = 1 {(FL+A. L ) es &l alamamiento de toda la barma
ALE 2
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EJEMFLU JZ°  Uonsigenemos una estneciura 1sostabica y simenca, Tormada por dos bamras de gual
material y de igual longitud, sujetas de sus extremios SUDSAGres Que s& enclsntran
distanciados, yunidas en el extrerno inferior, en donde hay aplicada una fuerza que

tracciona a ambas baras.
POr QECMETTIA
[
equilibnio del nudo C
F Ii
esquema f

Datos: L longEud d= cada bamra Incognitas: S esfusrzn axl =n cada bama

F cangs aplicsds AV desplaramisnbs del punbo

E middule de =iasticidad longBudiral del maberial de aplicaciin de |a carga - OC7

[ ] Anguio gue forma cada bama con B vertical

Esquema 1: por ser la estructura simetrica, las solicitaciones axiles en las bamas son igusles.

Esguema 2 aislamos al nudo ©, donde concurmen |as bamas y ka carga, ponemos en evidencia a las
dos incognitas gue las determinames con |as ecuaciones de equilibio de |3 estaticar

TFx = Sisena = Szsena

IFy = 0 Sicose +S2o0sa - F = 0
S = F ecfuerzo en cada bama
EE:D‘E-:I:

Esguema 3: como la estructura es simétrica, el desplazamiento del nudo ¢ solo puede ser vertical,
por lo tanto © pasa a o, y en la deformacion se forman en este caso dos trianguios iguales v
rectangulos en ¢ y o=, donde conocemas un lado v un angulo, y por lo tanto resclviendo uno solo de

ellos podemos calcular ko que nos interesa, mediante |la ecuacion de compatiblidad geometrica o de
deformacion.

Conocdo & esfuerzo axil en las bamas, calcularemos los alargamientos ALy dela bama 1 yalz dela
bama 2, aplicando la Ley de HOOKE:

Aly=als=Al= § | = F L
A _E deosa  AE
Tixdas las deformacionses se dibuian muy ampliadas, pero en realidad son infinitesimales.

Ay =go = Al
s @

Ay = F . L desplazamiento vertical de o
2. {cos o) A E
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gl
EJEMPLO 3- Consideremos un sistema isostatico compuesto por dos bamas oel mismo matenal,
de igual longitud y disbinta seccion, las que se encueniran unidas, un extrermo
empotrado y el otro libre. Actian dos fuerzas de traccion, una en el extremo libre y
otra en la seccion de union de las bamas.
R 2F
D
-tl A — =
= I._I: ":..f g - ':..
Dos:  L1,l2 iongrud de cada una ge las paraz Incognitas: R reaccion & equitrants
A secclon mener M estuerzo s
E  moduo de siasticidad T B=nsion normal
F fusrza Al wvariscion de longTud (alangariento)

Dado a que las fuerzas actuantes y I3 Eqmlhznte 0 reaccion tienen igual dreccion v estan ubicadas
sobre un mismo 22, la Gnica ecuacion de la estatica disponitles &5 |3 suma algebraca de las mismas

EFx = 0O F+2F-R =10 R =3F

Calcylo del esfuerzo axil: sobre una seccion es igual 3 la suma algebraica de todas las fusrzas
sifuadas 3 un lado de k3 secion y provectadas sobre el gje de |a bara que comesponde a la seccion
menconada, s decir, perpendicular a esta secoion

Esfuerzo axl en & ramo sc: N=R=3F (traccion) viniendo por Egulends
N =2F+F = 3F (traccion) viniende por i demcha

R-F=3F-F=2F(traccion) wvniende por aguiends

2ZF (traccon) WNIEnds por i gerecha

Vemos que & esfuerzo axil en vna seccion. es & mismo en magnitud ¥ signo. viniendo de izquienda o
de derecha, y esto es valido para cualquier solicitacion (esfuerzo de corte, momento fiector y torsor).

¥ para &l frarmo co: M
N

2 [ o
diagrama de N 2F
{esfueran axd) aF = =

Calculo de las tensiones normales: £5 el esfuerzn axd por unidad de area (W/seccion).

peraelframoentresyc o= 3F =15F {traccion)
i A
paraeltamoenrecyo o= 2 F  (iraccion)
A
& o )
diagrama de = 1.5 F| - * 2F
{tension normal) A A
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Calculo de |a variacion de longitud: o= Ias dos barras, para ello aplicaremos |a ley de Hooke a
cada una de ks barras, obtenendo alargamientos parciales, cuya suma nos da & total

para & tramo Bc Al'= g.ls =15F.L1 = acadeddiagamadec
E A.E E

para & tramo co Al"=g.lz = 2F. L2 =-aecadddagamadec
E A.E E

para todo & tramo so Al = A"+ AT

com fos valores calculados podemos reafizar e diagrama de desplazamientos para todo e temo B0,

B_ 4G ]
___——______l'jj_
-"'\-\.__ Al
AT T
-\-\.\_\_\_\_-\_\-\-

EJEMPLO4: Consideremos una estructura hiperestatca, consistente en un cilndro maciso o=
aceno dentro de un clindro hueco de cobre {cafio), posicionados simeticamente, de
gual lengitud y ubicades entre dos placas rigidas que los someteran 3 compresion.

BuEres e Compnesn

Incognitas: ¥a  esfusrzo sl bt en & acero
Secrhin el aCEro X esfueryo Al iodsl =m & cobre
seccide del cobme

reediduss de elssioidsd iongiading de] scero

mdduls de shabicded long/dinal del cobre

18U

Esguema |: El dibujo superior representa la seccion y el infesior un corte vertical B-B de fa estructura.
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Esgquema 2: para calcular las solictaciones en los ciindros de acem y de cobre, o 523, los esfuerzos
axles en cada cindro, cortaremos a ambos cilindros mediante plancs honzontaes y ponemos en
eyidencia las incognitas, de manera que ambas partes, la supenor y |a inferior, estén en equilibno.
La fuerzz resultante sobre el acero, es la suma oe iodas @s fuercitas dferencales "y scem” que
actuan en la seccion, v pasa por su baricentro:

X2 = I xacm
Tengamos en cuenta gue k3 seccion de cobre tene forma de anillo, cada diferencial de area tiens =u
opuesto y en cada uno de eflos actla una fuercita "x oo, ¥ la resultante de ambas fuercitas pasa
por el centro de gravedad de la seccion, por lo que se deduce que ka resultante general de todas
estas fuercitas tambien pasa por el baricentro:

dc = I Xoooere

Por lo tanto, k3 resultante general R del acero y del cobre, pasa por el bancentno:

| B= Xa+¥c |

Es una estructura hipsresiatica de 1° grado, pues tenemos 2 mcognitas, v de las 3 ecuacones de la
estatica solo disponemos de una | suma de fuerzas axiles ), por bo que la ecuacion adicional debera
obtenerse por defonmacion.

Para iniciar el calculo de las mcognitas, prmeramente aplicamos a una de las partes. la superior o la
mferior, la Gnica ecuacon disponible de ka estatica:

E fuerzas segim y=0 [ Fa+Pc-F=1 ] [1]

-

fuerzas segin & eje horizontal no existen, ¥ tampoco es posible tomar momentos respecto 3 un
purnito cusbquiera.

Como no disponemos de olras ecuaciones de |a estatica, fenemos que remEimos 3 delenminar una
ecuacon de deformacion, donde |as variaciones de longitudes de los ciindros, en este caso
acortamientios, van a ser iguales:

[ ala = aAlc | y ahora aplicamos la Ley de Hooke
. L = %L ¥a = X (21
Aa_Ea Ac _Ec &a.Ea Ac . Ec

Con ka ecuacion de la estatica [ 1] ycon ka ecuacion de deformiacion [ 2 | podemos determinar las
dos mcognitas:

1+ EcAc 1+ Ea Aa
Ea. As Ec. Ac

donde ambos esfuerzos son de compresion, y su suma &s igual al que produce Fde acuerdoa[1].
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EJEMPLO 5. Consideremos una estructura hiperestatica, consttuida por una bama empotrada en
sU extremo superior v vinculada con un apoyo movil en &l extremo inferior, sobre Ia
que actla una fuerza entre los extremos.

A

O r

-:Flﬁ' L

gk
oS F fusrzy acharte |H' iEs: Fa  meaccidn en A
a Essancis o peaic: o apikcacion de & a smpobramisnio Fo macconenE
] distancis del pario de aplcacion de © al apoyo Srple

Emaﬁuum.lmhipereﬂiﬁcade1 grado, es decir, que sobra un vinculo, ya gue tenemos 4
incognitas, 3 por &l empotramiento y 1 por &l apoyo simple, por lo tanto, la ecuacion adicional la
cbtenemos por deformacion.

Como |a feerza actuante yla equilibrante o reaccion. tienen igual direccion v estan ubicadas sobre un
mrsm:rqe Immmmh&hﬂadmﬂyalahmmxﬂmﬂﬁ y la unica
ecuacon de la estatica disponible es la suma algebraica de las msmas. es decir

Fy = 0 [[sf-F=0 | [1]

Como no disponemos de ofras ecuaciones de |a estatica, tenemos que remiimos a determinar una
ecuacion de deformacion, en donde pondremos en evidencia a una incognita, en este caso Rb, v
llevamos e problema a resciver una estructura isostatica, medants & estudio de varaciones de
lengitudes de iz bama

r Ha 1 Fa i Ha
A . L Fa
o FI = c +
I
B T & Al 1 Al 2D Re
R B B I‘

X diagrama de N
pofEToT en evidEnca estado 1: esiado 2t esflierzos anfes
I Incdgrita Fb carga o [ caga =0

mcdgniia = 0 mcdgnila Ro« 0

Rescivemos & caso como suma de dos estados de |a estructura isostatica:
851500 1, calcular la variacion de longitud de la bama debido a ka carga, se producirz alargamiento
ALy entre A y ¢ donde habra esfuerzo axil de traccion y &l temo entre ¢ y & mantendra su longitud
original por no tener ningln esfuerzo
estado 2, también calculamos 1a variacidn de longitud de la barm, pero producida solo poria
incognita Rhb, gue prosvocara un acortarmiento Al s en & framo enire & y & 8s decir, en toda 3 bama,
Ademas sumando lo estados 1y 2 es: Ra=Ra-Ra"

Fo=0+X

RIGIDEZ AXIL
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Se llama asi a la fuerza necesaria para provocar una deformacion axil unitaria,

Se utiza para medir la resistencia a la deformacion axi, que la podremos determinar estudiando el
caso de una barma con un extremo empotrado y el ofro libre en el que actiia una carga axd de traccion
¥ nio tendremos en cuenta el peso propio.

}—a F
L A
Por medic k2 Ley de Hooke que detemina &l alargamienio de [a bama, despeiamos [a canga
aAl=p | P=AF -Al
A.E L
¥ denominarmss con Fa Ra = A_E nigidez de la barra & rigidez axil
L
para al # 1 P=Ra. AL
ypaa al =1 P =Ra

Este concepto nos va a permitr una rapida resclucion de los proximes dos elempios.

EJEMPLO 8: Consideramos una carga suspendida y sustentada por cables colineales, dispuesios
en forma simetrica, de igual longitud, distintas secciones y distnfos materales.
La camya solo puede desplazarse vericalmente y no puede vaniar su posicion girando.

T.q TR
1] 2 3 1] Z 3
L
X1 ¥o X3
s Tl | | |
| &= |=
P b ‘|'.='
estado ongnal estado defommado pon=mas en evidencla txs Incognias

DCiakos: P cargs apfcada Incognitas: X1  estusrzo awi en cabie 1
L iong X2 esfusres asdl =n cabis 2
A1, A2 Az sarciones H3 mstuscs sl =0 cabls 3

Ei,E2.E3  médulos de siasticidad longhadine
Las equilibrantes debidas a las fuerzas horizontales y al momento son nulas, y la tnica ecuacion de
la estatica disponitie es la suma algebraica de las mismas, como I fuerza actuante y la equilibrants
o reaccion tienen la misma direccion, planteamos:

Ty = 0 R-P=0 (1]
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El paso siguiente es cortar los cables y poner en evidencia a las incognitas,
asi tendremos la estructura subdividida en dos partes, que las analizaremos.

Considerando la parte supenior

ZFy = 0 R-X1-%2-33=10
y ahora veamos la parte inferior

TFy = 0 X1+X2+X3-P=10

teniendo en cuenta [ 1] resulta que estas dos Utimas ecuaciones son iguales, y despejando P-

| F=ra+ 2 +X3=1L A0 | [2]

La ecuacion adicional por deformacion se obtiene aplicando el concepto de rigidez axil a cada cable

[ % =al Ra | [3]

ahora reemplazamos [3] en[2]:
P=ZX=ZAl Ra=Al ZRa

A= P

= Imeal

y a este Al hallado lo reemplazamos en [ 3] y cbtenemos:

% = P. Ral [4]
THRa

que nos permite determinar & esfuerzo axil en cada cable, donde parai = 1 a 3 tendremos

Rat = A1 . Ex Rax = Az Ez Fas = A3z . Ea
L L L

TRa= A1.BE1 A2 . Ezx 4+ Az Ez
L L L

reemplazamos en la ecuacion antenior [ 4] para | = 1 y determinamos X1 para| - 2 hallamos X2 y con
| = 3 obtenemos X3
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EJEMPLU (0 Consideremos Una canga suspenaida y sustentada por cables colineakes, oe distinta

longitud e igual material y seccion. La cama solo pusde desplazarse verticalimente y
no puede vanar su posicion grando.

IE1 th
L -tH: TF-I'.:-

| | 5=
=] =]
estado onginal pONEMoS =N eyidencia I noSgnias
os: P canga apiicada Incognitas: X1 esfuerzo axi en cable 1
L iongkud X2 esfuerzo axi en cable 2
& seccitn &3 esfuerzn axl en cable 3
E midune fa siasticidsd nghudinad

Las equilibrantes cebidas a las fuerzas horzontales y al momento son nulas, v |a inica ecuacion de
la estatica disponible es la suma algebraca de las mismas, como la fuerza actuante y la equiiorantes
& reaccion ienen la misma direccion, planteamos ZF = 0

Para ello, cortamos los cables y ponemos en evidencia a kas incognitas, asi tendremos |3 estructura

subdividida en dos pantes, pero tenienda en cuenta gue ka parte superior solo indica que cada
incagnita &5 igual a su reaccion, entonces analzaremos |a parte nferior

Ty = 0 | X1 +X2+Xz3-P =10 | [1]

La ecvacion adicional por deformacion se obtiene aplicands e concepts de ngidez axil a cada cable

¥ =P. Ra
T s 2]

cabcudaremnos las ngideces axles de cada cable:

Ray = AE Raz = A.E Ra= A E
AL 2L L
y la rigeder tofal s la suma de estas res rigdeces individuales:
ERe = ACE (1 +1+1) = 1. A.E
L 3 2 i} L

y ahora reemplazando en [ 2 | obtendremcs los esfuerzos axies en cada cable:
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PAE
X1= 3L ¥i= B F
1. A.E 3.
B L
PA.E
Xz = 2L 2= 6P
1. AE 3
L
P A.E
X3 = 2= G P
. AE 11
L

La resclucion ha sido comecta, ya que con estos valores de las incognitas verficamos que s cumple
la ecuacon [1]:

T X

&P
33

+. 6P + GF =100P

11.

il

6.7 .TEI-.IF'EHA'F'IJHA
Cebe tenerse en cuenta que i3 temperatura ndicada es en relacion a la temperatura ambiente.
El efecto es una variacion de longitud, alargameento si la temperatura es positiva o acoriamiento si
es negatva. Veremos algunos ejercicios practicos que ayudaran a comprender este efecio.

EJEMPLO 3

Consideremos una bama con el extremo zquerdo empotrado v e extrema derecho
ibre, se encuentra sometida 3 una varacion de temperatua.

Mo tendremos en cuenta & peso propeo.

Deseamos conocer en este caso el alargamiento que se produce en la bama

|
: + Ay [ |
2] |
Datos: L iongkud de 12 bama Incognita: AL (t}  varacian de longiud
[ coeficieEnte de dialacin neal (LG por emperaiurs
+4f  varacion de semperatura )

Con a formula siguwente se cakeula las vanacion de longitud por el efecto de temperatura:

[ Al =a. L. &t |

Tomemos conocimients de algunos valores de cosficientes de dilatacion lineal o :

FCED = 1210 . [1RC]
hormagon = 12 x 107 . [1°C]
cobre = 18 x 107 . [1°C]
alurmnio = 24 x 107" [1°C]

donde la unidad es 1P
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EJEMPLO 8- Considerernos una barma sometida a un auments de termperatura, y cuyos exiremos

s& encuentran confinados endre empotramientos o unidos 3 topes gue mpiden un
aumento die suw kongitud.

Es una estructura hiperestatica. Necesitamos calcular el esfusrzo que deben soportar
fos topes. Mo tendremos en cuenta el peso propic.

1 1 S | X
= | - H + Ak | | = _'1 | [
s L £ L AL b L Al
parsichsn original =eiado 1 esinga 2
carga = [0 Incognita = 0 carga =0 rcigrita & 0
Datos: L jongeud Incognita: X fuerza que ceben soportar fos fooes
@ coefickents de distscdn lneal o oz empoframienios
+ AT aumerso g= iEmperatum
A seccin
E

mibduic de sastcidsd iengEading

Estado 1: para poder resolver este problema, hallaremos la ecuacion de defemacion, para glo
eliminamos una incognita, en este caso & tope derecho, y pemitimos que aumente libremente su

longiud por &l aumento de temperatura. es decrr, nos remitimos a resolver idem al ejercicio anterior

[a0h =a.L.at | (11

Estado 2 ubicameos a ka incognita X, accion del tope, de manera de anular el desplazamiento ALIL)
del estado antenor y restituir & borde derecho a su posicion onginal, por ka Ley de Hooke.

Al S (2] signo NEgatvo DOF IET COmprEsiin
A E

Es decir, & estado original es ipual ala suma de los estados 1y 2
La swmna algebraica def alargamiento [ 1 ] v del acoriamiento | 2 ] debe ser molac

AL{t)+ AL =0 el & SNk

L =4
AE

= AEa.a |

El signo positive de X indica que & sentido arbitranc tomado es el comecio,
La dnica ecuacion de la estatica es: IFfx =1 R+X=0 R =X

EJEMPLO 10  Consideremos una barma sometida a un aumento de temperatura, con exremos

fijados en apoyos dobles que impiden el aumento de longitud. Es una estnuctura
hiperestatica Vamos a calcular & esfuerzo gue deben soportar fos apoyos vy no
tendremos en cuenta el peso propio.

+ Af + At . R e
I 3 - F 2 s _"-F .
Pe—T L Allit) L Al
prsichin original =eiado 1 estada 2
Carpa = 0 Incégnita = 0 camga = 0 mcagria & O
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i

L.
Mo a e

iongitud m X fuerza 3 soportar por ks Bpoyos
coeficlente d= diabacion Inzal

aumernte de Emperabrs

sECChin

rrddubs de exshoidasd

La resolucion de este problema es igual & anterior, ylo transcribimos para gue no gueden dudas.
Estado 1: pamp-uderre-ﬂwrﬁtepmblana hallaremos la ecuacion de deformacion, para ello

eliminamos una incogrita, en este caso 2l apoyo derecho, y penmitimos que aumente libremente su
longitud por & aumento de temperatura, ec decrr, Nos remitimos a resofver idem al ejercicio antenor

Al == L af | [1]

Estado 2: ubicamos a la incognita X, accion del apoyo, de manera de anular el desplazamiento AL(t)
del estado anterior y restituir & borde derecho a su posicion onginal, por (= Ley de Hooke.

Al = - K. L (2] skgno negaivo por ser compresiin
& E

El estado ongnal es igua a la suma de los estados 19 2.

La suma algebraica ded alargameento [ 1 ] y @ del acortamiento | 2 | debe ser nula:

a. L.at <X L =0

E

| X= A E.a_At |

El signo positivia de X indica que & sendido arbirano fomado es el cxmectn.
La unica ecuacion de la estaticaes TFx = 0 R+X=0 R=X

EJEMPLO 11: Considersmos una estructura hiperestatica formada por tres barras, una central de
acero ylas incinadas de cobre dispuestas simétricaments formando igual anguio
con la vertical, la seccion de ka barra de acero es distinta de las barmas de cobre,

las fres bamas se encuentran unidas por sus exdremcs inferiones, v de este nudo se
Encuentra suspendida una canga.

equlibrio del nudo ¢ por geometria
c

o
EsgQuera 2 EsgQuema 3
Diafos: caga |@E itas: Xa  ectusres axl =n barra de acem
longhad de bama de cobne Er esfusren axl =n barma de cobr=

anpulo 0= bamas de oofine 7 185 3= a0erm
seclion=s de arsm y oobre
mibduins de eaelcidsd del scero y cobne

E‘IE-'I:HI""I;I
me
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Esquema 1: por ser la estructura simetrica, y las bamas nofmadas ol mismo materal, los esfuerzos
axiles en las bamras mcinadas son iguales, es decr gue Xc = Xo1 = X2

Esquema 2: aisiamos al nudo o, donde concurren |as bamas y ks carga, tenemos dos incognitas que
la= detemminamos con [as ecuacionss de equilibrio de |a estatica:

EFe=1 -Frrsen B+ A senp=0 Hon= Koz = Kr

T Fy=0 Pa+2 Xc.cosB-P=10 [1]
Esguema 3 como |a estruchra es smetrica, el desplazarmiento del nudo ¢ solo pusde ser vertical,
por lo tanto © pasa a o, y en la deformacion se forman en este caso dos mangulos iguales y
rectangulos en ¢° y o=, donde conocemos un lado v un angulo, v por o tanto resolviendo uno solo de
ellos podemos reafizar el caloulo con la ecuacion de compatiildad geométrica o de deformacion.

Se aclara que to0as las deformaciones se dibujian muy amphiadas, v en reaidad son infinitesimas.
Ahora plantearemos |a ecuacion de deformacion, que 1a desamoliamos a traves de los tangulos
rectangulos en o° y en ¢~ de los que conocemos un lado v un angulo, es suficients con resolver uno
de ellos. tenermos que los alargamientos de las bamas de cobre son iguales:

Alct=Alca=alr

El nudo ¢ de unian de las fres bamas pasa a la poscion o, yque oo = Ala es & alargamiento
de la barra de acero, y por frigonometria obtensmos:

Al r = Ala . cosh y reemplazando por Hooke

¥e L = Xail cospl cosp [2]
Ar . Ex Aa . Ea

Con las dos ecuaciones, una de la estatica [ 1] vy olra de deformacson | 2 | despejamos las dos
incognitas:

Xm = P A Es

Aa Ea+2{cosBl".Ac.E
¥r = P-X¥a

2oos B

Conocido & esfuerzo axil en las bamas, calcularemos los alargamentos ALy delabamat yalz dela
barma 2. aplicando fa Ley de HOOKE.

CORTE SIMPLE
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Se define como corte ¢ fension de core a una tension que se produce cuando aciuan fuerzas
tangenciales a la seccion.

Consideremos un paralelepipedo de espesor undtanio, altura h y ancho b, con su cara inferior
empotrada v en su cara supenior actua una fuerza tangencial P.

R=F

La carga P produce en & pasielepipedo una deformacion tal que [a caras laterales gue componen
el frente y & contrafrente, pasan de su forma original rectangular a un paraleliogramo ¥ SUs SECCONES
izquierda y derecha cambian de posicion con la cara onginal en el angulo de distorsion + (gamal,
Esta deformacion angular, determinada por & angulo de dstorsion "y, es nfinitesima.

Las secciones somatidas al esfuerzo de corte tene un area: A = 1 x b, v son todas las secciones
contenidas en planos horzontales v paratelas a las caras superior & nferior.

A 3 tension tangencial ¢ de corte [a denominaremos « (tau.

1=PIA A =1 .b=seccion de coete

Una d=formacion como la indicada en el paralelepipedo, esta regida por una ley analoga a la ley de
Hooke que penmite calcular |a variacion de longitud de un elemento.
Ce ensayos de elamentos sometios a corte simpke se obtiens el grafico ©, ¢

¥ (gama)

¥ OOSENVAMOS Que:; tgp=1/vy=0G
donde hasta & limite de fluencia "+ hay una relacion lineal entre « y v "

3 = constanie de elasticidad transversal, es smilar a £ 2n [a ley de Hooke, se expresa en wom2,
para & acero iene un valor G = 810,000 kgices.
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D la deformacion del paralelepipedo. y teniendo en cuenta que ™y es muy pequenc, se deducs:

Al =h.tgr=h_y= h_z Al= despiaramients de una secckon
G COR FESpECho 3 ofra a dstancia b
Al =h.P
= A i3 _ &) =ngidez al core

Teniendo en cuenta |a rigidez al corte, yque Re es |a fuerza gue produce un desplazamiento unitano:

1= h Re
=z A
Rc= G A RIGIDEZ AL CORTE es la fuerza
h que provoca un desplazamiento unitario

FLEXION PURA
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Analicemos un elemento estrucoural, que lo representames por su gje, sometido flexion pura, es decr
solcitado solo por un momento flecior, por ejemplo, & tramo co del esquemal o el ramo as del 2:

esquama esquema 2
H.q=E+.ﬁ. . : : A = Hq=i':‘:r]d ELi
vAI‘PE'h i "'_EEF' Va= 0 Rl D
M=0 2l nulo M=0

1..l'.=-| = IF' cofrte =0
hﬁ.ﬂ

+ momento Ml + IM
flecior

Mmar =P e Pe

Habiendo realzado los diagramas de los esfuerzos de core O y de los momenios fectores M (el del
esfuerzo axil no existe ya que las fuerzas paralelas a eje, horzontales en este caso, son nulas),
observamos que en &l ramo co del esquema 1 y en todo & temo As del esquema 2, ks (nica
soficitacion gque exste es momento fector, por lo tanto estan sometidas a fiexion pura

Para el estudio de la flexion pura consideraremnos |a siguients hipotesis: cualquier seccion
transversal del elemento sometido a flexson pura onginaimente plana, se mantene plana y
perpendicular 3 las fibras longiudinales de |a barma despues de ka deformacion a flexion.

Veamos ka3 deformacion de un efemenio de longitud dx, sometido 3 flexion pura:

o c i3 L]
.r_.lq"h.__ FA
F Bl T
&
g, E E y M
r
-Il d-.—._._._._._.ll_._ _"'ILI

i i gl R "|._'_..-l"'-

AN \
-\:-.a--'r Ty %

F == % %
i - Ly M Z
B gl R .

-
'-"
Ef e
-\.ﬁ_\-'\_.—--_—.-_n'__-'-_. ._:|
dx
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Posicion onginal {iinea Benal Posicion deformada {(imea punteada):
plano neutro (horzontal} aTov plano neutro fledonado sTuw
SECCE0n Eauerda ABCD SeCcion Eoqwerda ABCD
seccion derecha sFes SECCion derecha EFEW

Las fibras supericres al plano neutro, deterrminadas por las caras scav y FETU, Seran comprimidas.
Las fibras nferiores al plano neutro, detemminadas por las caras ADsv y EHTU, seran fraccionadas.
Las fibras que componen e plano neutro sTuv, tanbo en posicion original como deformada,
permanecen invarables, es decr, sin variacion de longiud.

Dado a que las deformaciones son muy pequeiias, y que en |a representacion grafica se han
exageraco en demasia, se considera que & plano neutro original v & deformado mantensn iguales
dimensiones.

Ol esquema espacal representado, vamos a rabajar con [a wista desde & frente, es decr, sobre un
plano verBical que pasa por el bariceniro, y en donde &l plano neutro pasa a ser g neutro.

cl -
I
#
F it
! L]
L)

.
&

g'F fibra del cordon supenor comprimida
~' g fibra del corddn inferior traccionada
g7 fibra del ele neutno

EyT pumios extremos mvanables de |3 fibra
e fba adstanca ™y del e neutro

radio de curvatura {ro)

angulo entre rectas extremas
diferencial de anco

diferencal de longiud

nierseccion de las rectas extremas
A'E y £ = pependiculares 3 las fibras

ogRE”

Por T trazamos L recta k 7 paraleda a = =, que con 7T determinan el angulo de. yesds=5T=2'K

KT =Ads alarngarreento de la fibra 2' T, a distancia "y d=l eje neutro, con respecio a su largo
ongnal 5T.
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De la figura formada k 7T, ¥ tensendo en cuenta que |a curvatura de K T es muy pegquena, |a
SUpONeMos Una recta. entonces del iangulo obtenemos & relacon:

ds = p.deg lonpibud del diferencia de arco
Ads =y . dg incrementc de 3 fibra 5T con respecto a ds
= Ads = oy = = geformacion longitudinad unitania
ds p deducida por geometria del siemenio dferenciy deformado
™ = % expresion de la Ley de Hooke

iguatando estas dos ultimas expresiones, y despeiando |3 tension nomal, resulta:

ox = oy ox = E.¥ 1]
E P P

Previc a continuar, recordemos que para una seccson simetrica, & momento de las areas con
respecio al baricentro & @ un punto del e neutro de |a seccion (eje 2} es igual a cero, dado que las
areas son positivas v @ cada area elemental k= comesponds una simatnica, 3 igual distancia, en
donde una sera positva "y y k3 otra opuesta sera negativa "' de acuerdo a los ejes coordenados, ¥
por lo tanto |a suma de los momentos es nula.

-¥
= +z
= e
t¥
za0 -
J’*:-'
I Mzl = § yoa = Ay =0 (2]

En cada area demental tendremos tensiones normales que determinaran fuencitas | dF = o os), que
en |a parte superior seran de compresion y en i nfenor de traccion, por lo tanto veremos ahora o
equilitno de izs fuerzas en |a secoon fransversal:

| o¢= | cuan y reemplazando Ia tension nomnal por [ 1]
& i
| E.¥y aa= E | yaa=10 por vater ka integral cero segun [ 2 ]
& o g F

por lo tanio, se deduce que en ka seccion es IFx=1D

Tornamos momentos de cada una de las fuercitas con respecto a un punto del e neulro de 13
seccion (eje zI
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M= | yde= | yoeaas f yE.yasa= E | ¥an = E.k
s & P E . P
ITCETEED OF TEETIN
A= [3]
o] E_-E
remplazando [ 3 Jen[ 1] v despejando La tension normal obienemos:

o= My formula gque nos pemmite calcular |3 tension normal en una

Jz fibra situada a distancia "y del eje neutro de |3 seccion

L3 ultma integral que hemos reemplazado por "Jz°, &5 lo gque Bamaremos momento de inercia de s
seccion con respects al eie z (gje neutro en donde Bas tensiones nommales tienen valor cero).

TENSIONES DE CORTE EN LA FLEXION
Considersmos un elemento sometido a flexion, por efempio, una viga con cargas en un plano wertical
que contiene 3 su gje, ¥ efectuemos un corte en una seccion cualquiera, como serfa 'mn” y
analizaremos a pare derecha con la reaccion Rs, las cargas actuantes v |as solicitaciones intemas
en la seccion "mn” que representan a ka accion de I3 parte izquierda sobre la derecha, gue se
indican por el esfuerzo de corte O y por el momento flector M, & esfeerzo axil H se ndica pero es
nulo, y estos esfuerzos mantienen & equiibnic a esta parte derecha.

ST
ol " i

Q

—6

M

Rs
El momento flector M esta contenido en e plano vertical xy (ver & grafico siguiente).
Estas solicitaciones intemas O y M. no actuan en forma concentrada y puntual, sino que se trasmite
traves de toda la seccion mediante ia suma de esfuerzos diferenciales.

Hipotesis: se basara para la determinacion de las tensiones de corte, o sguiente:
3} son paralelas al esfuerzo de core O
b) la distribucion es uniforme en todo & ancho de |a seccion

A las tensiones de corte kas indicaremos con “:” {tau) con dos subindices, por elempio "oy
"' este primer subindice indica que |a tension de corte esta contenida en un plano normal al eje x
"' este segundo subindice indica que 1a tension de corte e paralla 3l ee

Ahora consideramos i3 pante derecha de [a viga, y por simpcidad analizaremos para & caso de una
seccion rectangular, donde el esfuerzo de corte O debe serigual a 3 sumatoria de todas la fusncias
determinadas por kas tensiones de corte por unidad de area de la seccion.
Aislemos un elemento dferencial, un prisma de arstas aa' oo ,dd|. ee’, de longitudes sgual & ancho b
de |3 viga ¥y cuyas bases tenen dirmensones dx y dy.

las caras aa'ed’ y dd'ee’ parabelas a la seccion mm'nn’ existen tensiones de core wy y sobre
las caras az'ee’ y oo'dd actuan las o, ¥ de acuerdo 3 las hipotess antes citadas, la dstribucion es
unforme.
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= i
-* )
A TaE| oy
' % ey
. it

[A] dx [B]
Miee) = 0 (ter. b .dy).d% - {tn.b . dx) dy=0

Cion esto se deduce gue las tensicnes de corte presentes en dos caras perpendiculares del
elementa son iguales.

Las tensiones de corte tienen gue generar cuplas opuestas para equiliorarse, por lo tanto sodo benen
dos posibdidades [ A ] 0 las opuestas [B .

Se puede demostrar la existencia de |as tensiones de corte —yx que actian en ;Janl:rs.pa-clle-ll:rﬁd

plano neutro, mediante el siguiente gjemplo simple, considerando dos bamas iguales, de secoion
rectangular, disponendo los extremos de una de ellas {1) sobre apoyos simples y sobre su cara
superior apovamoes k3 otra barma (2), y asi formar un conjunto que Fsemeje 3 una viga simplemente
apoyada, a la que ke aplicamos una carga que provocara |a flexion de ambas bamas (1) y (2).

___-_ﬂ.-.
II{_\_\_\_\--- lFI s _'_'___,_,-o-"" }-)% .-'rI
g —2____ e A
%::._ Tk | oy — —
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Suponemos que entre las caras de las barras en contacto, no existe rozamiento, por lo que cada barra flexionara en forma independiente, y en las dos
barras tendremos que las fibras de sus caras superiores se comprimen y las de sus caras inferiores se traccionan

Por lo tanto las fibras longitudinales inferiores de la barra superior (2) se deslizaran con respecto a las fibras superiores de la barra inferior (1)

Si hubiéramos considerado una sola barra de igual ancho y altura 2h, las tensiones de corte actuantes en el plano neutro, deberdn ser de tal magnitud
que impida el deslizamiento de las fibras inmediatas superior e inferior de ese plano

CALCULO DE TENSIONES DE CORTE: FORMULA DE COLIGNON

Segudaments vamos a deducir a formula que nos permita calcular las lersiones decorfe en la

fiexion, para lo cual lo haremos a partir del estudio de una Viga con apoyos SImples ¥ Con Caga
uniformemente repartida.

diagrama esfuerzo awil |
diagrama esfuszo de core Q
diagrama de momento fector

M

piEmeno derenciy

m m
COMpresion . M-+
H: =jE nEutn
X - A -
|\ ¥
'IJElI.'-{H'I Tx B
a5
[
: k' L 3
i n n oc+do
¥ tenslonss normales & Eowerdas tamciones normales a derscha
D o
-
volLmEn O fansiones n D wnlumeEn ge Ensiones
nommales & Zouerda [ ""'l:r:.- + mormales 3 derecha
'E: A &
:-\5(_ - o [ n oHic
e

porcian de si=menhy derencial
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Calcularnos las reacciones en los apoyos vy realzamos los diagramas o= esfuerzo de conte O y del
momento fector M (el axd es nulo).

Analzamos las secciones mn y m'n’ distanciadas en dx, en donde achian los momentos fliectores
My MedM rescectivaments.

En cada cara, y tendremes tensiones normales de compresion en ks parte supenior al eje neutro vy de
taccion en la wferior, siendo las que actian en la cara derecha de mayor magnitud que las de la

izguierda, que observamos en & dibujo ampliado del elemento dferencial de longitud dx, altura h y
&l ancho b (nn) pusde ser varable =i 25 que estudiamos una seccion que no es Sgura regular.
Aislemos el volumen ded prisma elemental y veremos gue sobre [a cara izquierda nnpp actian
tensiones de raccion . en la caa nnpp’ tamibien achuan tensiones de traccion pero incrementadas
o + do, en la cara supenor ppp'p’ actian tensiones de corte oy ¥ en la inferior non'n’ no existe
ningn esfuerzo.

Aplicaremos la unica ecuacion de equilibrio de |3 estatica, que es |a sumatora de todas kos
esfuerzos actuantes segun el eje x debe serigual a cero

El area elemental en donde actuan las tensiones nomales es da

Recordemos la formula deducida anteriormente para calcular [s tensiones nommales:

o= M.y
Jz
Ahora plantearemos |2 suma de fuerzas de raccion segun & eje x. feniendo en cuenta que los lmites
de integracion varian desde "y y siguiendo en & mismio sentido hasta |a fibre mas alejada “ymaxr

I M+ dM) v _da -] My ds - . b.dx =0
Jz Jz

1} & primer termine representa a la fueza resultante de las tensiones normales en la caran'np’p’

2} &l segundo termino representa a ka fueza resultante de las tensiones nomaies en la ca nnpe

3} &l tercer terming s la fueza resultante de tensiones tangenciales de corte en la cara ppp'n’ siendo
"b” &l ancho de la fibra a distancia "y’ de la seccion gue s donde queremos caloular las
tensiones anpencales de corts

Resolvemnos la ecuacion anterior despejando las tensiones tangenciales de corte:

== dM. 1 i y.da ios limies de integracon varian desde "y"
dx btz hasta i fhe s Aiada e

recordemcs que dM | dx es igual al esfuerzo de corte O en La seccion, y que la integral representa o
momento estatico S de la cara nnpp con respecto al eje neutro de la seccion v llegamos a la

FORMULA DE COLIGNON

Tay = Tpe = Q.5 tension tampencial de corte
b.k

que nos permide caloular las tensiones tangenciales de corte en base a datos conocidos & que
POCEMOSs CONDoEr
@ = esfuerzo de corte en |3 seccion donde gueremos calcular k3 tension tangencial de corte
Jz = momento de inercia de la seccion respecto de su e neutro o baricantrico
b = ancho de [a seccion a distancia "y del gje neutro, donde gueremos calcular ka tension
tangencia de corte
S = momento estatico de i3 seccion mitada por |a fibra a distancia "y del eje neutro yla mas
alejada siguiendo en la misma direcoion "y max

HALLAR TENSIONES TANGENCIALES DE CORTE EN DISTINTAS SECCIONES
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EJEMPLD: weamos para una seccion rectangular & valor de la tension tangencial para |a fibea del
gie neutro. &s decir .oara v = 0 en donde obtendremos & maximeo valor,

Previamente calcularemos S en donde los limites de integracion varian de y = 0 hasta ymax = hiZ

S=] ydu =] ybdy =b] y.dy = b.y = bW
2 a
y conocido & momento de nerciac == b.h*
12
reemplazamos en la formula de Colignon:
™ TR = Q 5 = Q.12 b. h*
b.Jz b. b.h" 8
Ty =T T 3 Q
2b.h

que es & valor maximo de La tension tangencial de corte para seccion rectangular.

TENSIONES TANGENCIALES DE CORTE MAXIMAS EN DISTINTAS SECCIONES

Seccion rectangular
hi =
<
wm = 64 {(h°/4)-¥}
'
Z z Trran
y P Y #]
yrrmx = 2 | WL 2bh
¥
¥
Seccion circular
¥

w = 4@ [(R-¥)
L]
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Seccion doble te (tensiones de corte en & ala)

b
| y | S={b.(h2-y)} fy+hl-y)i2}

La primer parte ded producio es el area grisada
alma entre laordenada "y yhiZ, ylaotmesla

z z Trmx &5 |a distancia desde su bancentro al

¥ &je neutrs “zz" o bancentrico de & seccion.

'.,..|: Ty w = Q.5
b &

i b
X Pil >| S=[{b.t.(W2-v2}+{bt.(h2-t+y)/ 2

| ais | El primer iermino s momento del area del

ala por |a distancia de su bancentro al gje 22’
aima baricentrico de la seccion y & segundo

z T terming representa al momento del area del

¥ alma por ka distancia de su bancentno al eje "z
Try baricentrico de la seccion.

Tay — 0.5

¥ B &

Recordernos que & ancho a introducir en |a formula de Colignon es f gue coresponde a la distancia
"Y' gue es donde guersmos calcular [a tension tangencial de corte, v para obtener el valor maximo
debemos tomar y= 0.

DIMENSIONADO

L QU Qenesmis: Ncecer g5

predimensionar a flexion = Mom S ow
Wi e

weriticar al core Ty = 3.5 £
b.J

del predmensionado a flexon obienemos lados o diametros de |a seccion, v con estos verificamos
que s& cumpla i condicion de gue la tension tangencial de corte sea menor © igual 3 la admisile, ¥
8 caso confranio debemos redimensionar la seccion, es decir, que en forma arbitrana adoptameos
un predimensionado arbitrasio v con este nuewo valor recalculamos |a tension de corte maxima que
no debe superar 3 la admisible

ELASTICA
Bajo la accién de cargas un elemento estructural, que lo representamos por su eje, se deforma y a esta curva de deformacion se la llama elastica.
Las deformaciones son muy pequefias, pero interesa conocer sus valores por diversas razones:
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1-  paracontrol de una obra
2-  para verificar que esté dentro de los valores admisibles reglamentarios
3- para resolucion de problemas hiperestaticos

ECUACION DIFERENCIAL DE LA ELASTICA

SEa una wiga simplemente apoyada, y representada por su eje, de manera que 3 carga la someta a
fiexion simple ¥ |3 curva descripta por la deformada da fugar a la elastica.
o

a
L e
L E]

-

A ff ' B+

e

El .|D c 5
2 o

v

S = ADCS longitud de |3 cunva elisSca ¢ = anguio entre normaes 3 la sissica
g5 = BD dF=mncial de longiud de 3 cuna elasSca Gp = diermncial d=i Anguio ¢
il = projyeocien 0= "is" sobre i horzonisl p =00 = 00 = DE mdo de curvalura de |8 sashos

Consideremos la recta noemal en o a ka viga en el medio de la luz, que tamibéen &5 nomal a la
deformada. ¥ tracemos una perpendicular cualquiera a la elastica, por ejemplo en el punto "o",
estas dos nommales se cortan en ef punto "o y forman el angulo 5.
Ubicamos bos gjes coondenados con & onigen en "a”, donde es 5= 0 y en el punto "5 de tangents
horizontal a la deformada (flexon maxdma) ef anguio es ¢ =0
Para un incremento “de” del angulo tendremos un decrements “ds” ce ks elastca, es decir, gque a
medida que nos acercamos al puno "a”, ongen de coordenadas. el angulo ¢ aumenta y ks longitud
"S" disminuye tendiendo a cero ¥ como vimos en flexion simple, del sector circular eco podemos
EXDresar

s = - p.de =i sigro negativo =3 consecusncla de ko dicho &n este pdT

Dibujamos en forma ampliada & diferencial de arco "ds”, con sus proyeccicnes "dx” en honzontal y
"dy” en vertical, vemos que ka tangente en e con |a horizontal forma &l angulo de:

tgde = ¢ = dy
dx
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Ew_- : ds = B
T o dy dFerencial de curva

oo = infinitesimo

Por ser infinitésimos es: ds = dx y reemplazando queda:

1 = -dp =-dg=-dlp) = - d [dyidx)
g ds & o i
N =—dlY) ==F [1] FECOnge TS 1 = ™ [2]
o] dx a E.J
como [1] = |2 ¥y = -M
E.] ecuacion dferencial aprocaimada de la elastica
o tambien: | EJ¥y =-M | Ecuacon diferencial aprowmada de |3 elastica

FLEXION : ANALISIS DE DISTINTOS CASOS

Flexion simple

un moments flector cuyo
vecior coincide con uno de
o5 ejes de simetria

Flexion simple oblicua
un moments flector cuyo
vecior no coincide con
ningun eje de simetria

Flexion compuesta simple
un esfuerzo axil baricentrico
de traccion 0 COmpresion

¥ un rmomento flector cuyo
vector coincide con uno de

o5 ejes de simetria

Flexion compuesta oblicua
un esfuerzo axil baricentrico
de traccion O Compresion

¥ un rmomento flector cuyo
vector no coincide con ninguno
de los ejes de simetna
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	Clases de cargas estructurales
	Carga: Aquella cosa que genera peso o presión respecto a otra o a la estructura que se transporta.


